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INTRODUCCION

El libro de modelacién que presentamos es un esfuerzo pedagdgico basado en nuestra experien-
cia como profesores de la Universidad de Bogota Jorge Tadeo Lozano. La primera intencién de
este libro es poner a disposicién de los estudiantes de un curso introductorio al algebra lineal di-
ferentes tipos de situaciones problema y ejercicios tanto resueltos como propuestos que conside-
ramos en el nucleo del entendimiento de esta asignatura.

Hemos considerado un acercamiento a los temas usuales tratados en un primer curso de al-
gebra lineal a través de una mezcla en iguales proporciones del trabajo algoritmico, conceptual
y de manejo de software que obren en beneficio de la modelacién matematica. El objetivo que
nos mueve es que al finalizar un curso introductorio al algebra lineal el estudiante que lo cur-
se esté en capacidad de utilizar las herramientas conceptuales y procedimientos de la teoria de
matrices y las transformaciones lineales para la modelacién matematica y resolucion de proble-
mas cuya base corresponda al algebra lineal.

Reconocemos la trascendencia de libros clasicos y estandar para cursos de ingenieria como
los de Anton (Anton, 1984), Grossman (Grossman, 1996) y Kolman (Kolman & Hill, 2013) y por
eso los tomamos como libros de referencia y guia. Nuestro trabajo consistié en acercar a nues-
tros estudiantes al algebra lineal mediante ejercicios resueltos propios a partir de la teoria que
en libros de los mencionados autores se desarrolla. Para el planteamiento de modelos, aplica-
ciones y problemas, asi como de sus soluciones hemos empleado nuestro conocimiento discipli-
nar y nuestra experiencia pedagoégica para identificar puntos algidos en la asimilacién de los
principales temas del algebra lineal. También hemos aplicado la técnica de disefio de casos de
Vargas et al., quienes promueven la construccion de preguntas en un contexto aplicado que pue-
den ser absueltas en actividades sincrénicas y colaborativas en las que los estudiantes ejercitan
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sus competencias conceptuales y argumentativas en el campo de las matematicas (Vargas,
Rodriguez, Bernal, Munoz, & Gutiérrez, 2012, pags. 121-126).

Hemos dividido el libro en 16 secciones en las que abordamos los temas bdsicos a través
de ejemplos, ejercicios resueltos, ejercicios propuestos, modelacién matematica y preguntas
de tipo Saber Pro (como las del examen estatal). Incluimos tres autoevaluaciones con diferen-
tes tipos de preguntas disenadas conforme a Barragan et al. (Barragan, Bogoya, Contento, &
Ocana, 2014) que pueden orientar al estudiante en lo que seria un tipico examen parcial o final.
Adicionalmente, recomendamos recursos informaticos como videos explicativos elaborados por
nosotros, aplicativos y calculadoras disponibles en internet. Los Aplicativos los hemos encontra-
do en la actividad con otros profesores y con los estudiantes de nuestros cursos. Fueron los estu-
diantes, quienes nos los sugirieron en primera instancia para que nosotros los revisaramos y los
hiciéramos extensivos a sus companeros. De esto se trata la interaccién en los cursos, de cons-
truir experiencia y conocimiento entre los participantes.

Para las situaciones que tienen su base en el algebra lineal se propone una metodologia di-
senada por nosotros para el planteamiento de modelos con base en la de Mathur & Solow para
el planteamiento y solucién de modelos de la investigacién de operaciones (Mathur & Solow,
1996, pags. 4-9); esta metodologia ha sido sometida a consideracién de la comunidad académi-
ca con éxito, logrando publicaciones y conferencias internacionales (Barragan & Cala, 2019),
(Barragan, 2019). Con el animo de sistematizar y organizar el pensamiento orientado hacia la
modelacion, es crucial trabajar en cada uno de los pasos que muestra la Figura 1, sin eludir nin-
guno de ellos por elemental que le pueda parecer. Todas ellas hacen parte del engranaje para el

montaje y solucién del modelo.



Figura 1. Metodologia sugerida para el planteamiento de modelos.

Discuts el problemsa con sus
propizas palabras hasta
comprender totalmente la
situacicn

|

Defina las incognitas, las
warizbles o los parémetros.

|

Escriba las restriccionas,
limitaciones del problama
y/o relaciones funcionales.

¥

Impongz condiciones
tecnicas a las incognitas, o
varizbles

'

Seleccione 2l método de
solucion gque sea mas eficiente
para resciver el modelo

|

—

Resuslva el madelo

.

|

iE= valida
la
solucidn?

modelo.

Madifigue el

Describa |z solucidn cuantitativa que

encontrad.

Fuente: Elaboracién propia.

Seccion 1: Matrices, Operaciones y Propiedades I
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Hacemos esta propuesta de metodologia porque, en los espacios de tutoria académica, algu-
nos de nuestros estudiantes manifiestan que “en clase yo entiendo todo, pero cuando llego a mi
casa e intento plantear modelos, yo solo, no puedo”, “yo puedo resolver los problemas, pero no
los puedo plantear”. Estas frases nos hacen pensar en que requerimos material detallado que
puedan consultar en el trabajo individual, que si bien no tiene la formula méagica puede servir
como instrumento orientador.

Como se observa en la Figura 1 el hacer trabajo algoritmico, es decir, hacer operaciones ma-
tematicas, es solo una parte de lo que hay que lograr para la modelacién. No es ni mas ni me-
nos importante que las otras partes, es significativo hacer cuentas y hacerlas bien (ser eficiente
al hacer calculos) asi como es importante contextualizarlas y poder ejecutarlas con software.
Para entender en forma amplia los desafios en la conceptualizacién maés alla de los procedimien-
tos algoritmicos hemos explorado trabajos académicos de otros autores que se ocupan tanto de
los aspectos formales de la disciplina y de los pedagdgicos para lograr la comprension profunda
de los conceptos y asi mejorar el entendimiento de los fenémenos o situaciones problema (Aya,
Echeverry, & Samper, 2016), (Contento, 2019).

Queremos finalizar esta introduccién agradeciendo a nuestros colegas del equipo de traba-
jo de la coordinacion de los cursos de algebra lineal de la Universidad de Bogota Jorge Tadeo
Lozano con quienes hemos crecido como profesionales de las matematicas y de la docencia.
También queremos agradecer a nuestros estudiantes que son los receptores de toda nuestra ac-
tividad en matematicas y en pedagogia y que estan presentes en nuestro legitimo interés en su

proceso de aprendizaje.



GUIA PARA EL ESTUDIANTE

El libro que tiene en sus manos se elabor6 con la intencién de apoyarlo en el estudio de clase y
extra-clase con ejercicios resueltos y guiados para algebra lineal. En nuestra comprensién de la
modelacién matematica y su metodologia, le presentamos una estructura para el planteamiento
de situaciones problema que tienen su base en los temas tratados en este curso.

Tienen a su disposicién 16 secciones de trabajo. 13 de ellas tienen la organizacién que se
muestra en la Figura 2. Cada seccién tiene una introducciéon que explica de qué se tratan los
ejercicios y los objetivos que se espera completar en ella. Tiene ejemplos resueltos con gran de-
talle y ejercicios guiados con la metodologia que le sugerimos para realizar los ejercicios pro-
puestos. Luego le proponemos algunas preguntas de tipo Saber Pro con respuesta y otras para
que usted las conteste. Tenga en cuenta que al ser preguntas de una prueba con opciones multi-
ples lo que se espera es que usted marque la respuesta correcta, pero basandose en un razona-
miento global, en oposicién a convertir cada opcién de respuesta en una pregunta mas. Para los
ejercicios propuestos como preguntas abiertas es conveniente que escriba todo el procedimiento
después de haber hecho un breve plan de trabajo. No es muy eficiente hacer y hacer operaciones
para ver si alguna se ajusta a lo que pide el enunciado.

Al finalizar la seccidn, le recomendamos algunos sitios web y otros recursos informaticos que
contienen informacién tedrica y técnica confiable, que usted puede usar para agilizar los calcu-
los siempre usando su conocimiento técnico para ingresar los datos y para juzgar los resultados.

Las restantes tres secciones tienen autoevaluaciones que le pueden orientar en lo que requie-
re refuerzo y en los objetivos que ya alcanzé.
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Figura 2. Organizacion de cada seccién de trabajo.

mmﬂm‘m

Videos y sitios
recomendados

Calculadoras enling

Fuente: elaboracién propia con Canva.com

Algunas soluciones de los ejercicios se ven extensas, por favor no se desanime. Como se anun-
cid, se espera que realmente sirvan como ilustracién de la técnica de modelacién y de la técni-

ca matemadtica para resolver.



MATRICES, OPERACIONES
Y PROPIEDADES

3.1 Introduccion

Si bien las matrices tienen multiples aplicaciones, esta seccién usa como motivaciéon su imple-
mentacién para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales. Por ello, los objetivos de infor-
macién estan definidos sobre los sistemas de ecuaciones lineales conocidos y apuntan hacia los
sistemas con tantas ecuaciones e incognitas como se necesiten, asi como a las matrices como ob-
jetos matematicos que posibilitan su solucién. Para tener un panorama completo se abordan las
operaciones entre matrices y sus propiedades.

Como prerrequisitos para esta seccién, se requiere recordar los métodos de solucion de los sis-
temas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas que usualmente se estudian en la educacién
secundaria. S1 mas adelante esta interesado en profundizar en la teoria, puede consultar el arti-
culo de Melo, quien vincula las matrices con las esferas y los cuaterniones (Melo, 2005).

3.2 Objetivos de informacion

* Modelar una situaciéon problema que tenga su base en los sistemas de tres ecuaciones
lineales con tres incégnitas con la metodologia de la Figura 1, usando el formato de mo-
delacién (ver la pagina 79).

19



ALGEBRA LINEAL. Modelacion, solucion de problemas v ejercicios

N
(@]

* Reconocer en los métodos de solucion de los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas aspectos que pueden ser generalizados a otros sistemas de mayores 6rdenes.

* Practicar las operaciones y las propiedades de las matrices.

* Reconocer los diferentes tipos de pregunta cerrada y abierta para cuestionarios con di-

ferentes propositos de evaluacion.

3.3. Ejemplos resueltos

3.3.1. Primer ejemplo. Modelacién. La situacién problema que queremos abordar ac4 no es muy
complicada y nos permite llevar a cabo todo el circuito de la modelacién.

Para el ingreso a una exhibicién de autos clasicos y antiguos se cobran $8.500 por
cada boleta para adulto y $6.500 por cada boleta para adulto mayor. En un fin de se-
mana con asistencia de 253 personas se recaudaron $1.890.500. ;/Cuantos adultos y
cuantos adultos mayores asistieron a la exhibicién el fin de semana?

Solucioéon:
Paso 1: Discusion del problema: Después de leer atentamente el problema debemos rein-
terpretarlo, parafraseando, comentando y explicando con expresiones verbales propias.

Entendemos en el problema que a la exhibicién de autos clasicos y antiguos acu-
dieron en total 253 personas el fin de semana (no dice nada sobre la asistencia de
ninos, por lo cual esto no se tendra en cuenta). La exhibicion tiene un precio espe-
cial para los adultos mayores, pues les cobra menos. El valor total de lo que recibié
la exhibicién de autos clasicos y antiguos, en la taquilla, por compra de boletas fue
$1.890.500.



Paso 2: Definicion de las incognitas presentes en el modelo. Hay que incluir la des-
cripcion completa de las incégnitas y, si es el caso, las unidades en que se miden.
Para abrir paso a posibles sistemas de ecuaciones con muchas maés incégnitas y ecua-
ciones, usaremos z; con 7= 1(adultos), 2(adultos mayores) para nombrar las incégnitas,
en vez de usar x y y por ejemplo. Puede imaginar lo que ocurriria en el segundo caso
s1 tuviéramos que usar 40 incégnitas, no alcanzarian las letras del alfabeto.

2,:= Numero de adultos que asistieron a la exhibicién en el fin de semana.

Z,:= Numero de adultos mayores que asistieron a la exhibicién en el fin de semana.

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema. Hay que tener en cuenta los cons-
trefiimientos que estan afectando el problema. Es muy conveniente rotular las ecua-
ciones con frases que indiquen a qué hace referencia cada limitaciéon. En caso de ser
necesario, incluya las unidades de medida.

Total de personas que asistieron a la exhibicién T +x =253
Total de dinero recaudado por venta de boletas 8.500z; + 6.500x, = 1.890.500

Paso 4: Condiciones técnicas: Imponga condiciones a las incégnitas definidas para
que sus valores cuantitativos tengan sentido dentro de la modelacién.

En este caso, como las incégnitas corresponden a nimero de personas, no pueden ser
numeros negativos ni fraccionarios. Podrian ser iguales a 0, considerando, por ejem-
plo, que ninguin adulto mayor asisti6 alli. Los valores aceptables serian

x; € 77 U{0) para z,(adultos), z,(adultos mayores)

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema (o el objeto matematico
que represente la situacion). Argumente la escogencia de este método.

En este caso, cualquiera de los tres métodos de solucidon de sistemas de dos ecuacio-
nes lineales con dos incognitas resulta apropiado teniendo en cuenta la eficiencia.

Seccion 1: Matrices, Operaciones y Propiedades I
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3.3.2.

Es decir, con los tres métodos hay que hacer casi el mismo nimero de calculos para
obtener el resultado. Usaremos el método de sustitucién. Solo empleamos el método
grafico cuando necesitamos tener una idea aproximada, y cuando necesitamos los va-

lores exactos usamos métodos algoritmicos.

Paso 6: Resuelva el sistema (o el objeto matematico que represente la situacién),
esto implica efectuar los calculos apropiados para encontrar la solucién cuantitativa.

T, =203 —m
8.500z; + 6.500(253 — z;) = 1.890.500
8.500z: +1.644.500 — 6.5002, = 1.890.500
2.000z, = 246.000
=123
=253 —123 =130

Paso 7: Validacion de la solucion: Ahora que ya tiene los valores cuantitativos, verifi-
que que satisfagan las restricciones que disefi6 y las condiciones técnicas que impuso.

Total de personas que asistieron a la exhibicién 123 + 130 = 253
Total de dinero recaudado por venta de boletas 8500 X 123 + 6.500 X 130 = 1.890.500
1 = 123 y 2, = 130 son valores positivos y enteros.

Paso 8: Solucién al modelo: Con sus palabras exprese la solucion del modelo, es de-

cir, contextualice los resultados que obtuvo.
A la exhibicién de autos clasicos y antiguos acudieron 123 adultos y 130 adultos mayores.
Segundo ejemplo. Conceptual. Este enunciado nos da la oportunidad de trabajar en un

ejemplo que parte de una definicién de un objeto matematico y luego pide la verificaciéon

numérica (tenga en cuenta que la verificacion numérica es distinta a la demostracion).



Sean A, A, A,,---,A, matrices todas del mismo tamanio. Se dice que A es combinacién li-
nealde A, A, -+, A, siexisten escalares ci,¢,, -+ +,c, tales que A = ¢ A1 + ¢, A, + -+ + ¢, A

3 2 10 10
a. Determine si la matriz ( 0 _3> es combinacion lineal de las matrices (O 1) y (O 0).

3 2 10
b. Determine si la matriz (0 _g/ es una combinacién lineal de las matrices (1 0),

(1 1) (2 —1) (1 3)

0o0p,\t 0p\21)

Solucion:

Para resolver el inciso a) hay que reinterpretar la pregunta y aplicar la definicién

que aparece en el enunciado, esto es, lo que hay que encontrar son los escalares (si
es posible) ¢, y ¢, de forma que

o 25)=elo =<l o

Usando las operaciones entre matrices se puede escribir

3 2 _010+020_cl+c20
0-3/ \0a/ \00/ |\ 0 a

Cuando se comparan las matrices de la igualdad se obtiene el sistema con dos

incognitas
ctoe = 3
2=0
0=0
C = 3

Este sistema es inconsistente, o lo que es lo mismo, no tiene solucién. Se produce
una contradiccién al comparar las entradas de las matrices, 2=0.

Seccion 1: Matrices, Operaciones y Propiedades I
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. (3 . L, 4.
La respuesta es entonces que la matriz ( no es combinacién lineal de las

matrices ((1) ?) y ( é 8) porque el sistema de ecuaciones resultante es inconsistente.

Para el inciso b) se procede de manera similar, escribiendo

32\ (10, (11), (2-1), (13
0-3)"%\10o/ " *o0o0/"%1 0/ %21

Ahora hay que calcular los escalares de la combinacion lineal mediante la aplica-
cion de las operaciones entre matrices.

3 2\ [atat2ete co—ct3a
0 -3 atest2e Cy

Al comparar las matrices se obtiene el sistema de ecuaciones

ctet2ete=3
C—C3t+3ci=2
cates+2e,=0
c=—3

Es un sistema de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incégnitas. No hay de qué
preocuparse por la solucién, aunque es mas dispendioso podemos usar la sustitucién
para resolver el sistema en vez de otros métodos que son objeto de estudio del alge-
bra lineal, pero no en esta etapa.

Como ¢,=—3 el sistema se transforma en

C1+Cz+2C3:6
c—c=11
cte;=06

Ahora, considerando que ¢, = 6 — ¢3, el sistema queda escrito como



ete=0
02_03:11

Este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas se puede resolver ahora con el
método de reduccién porque es el mas eficiente ya que c; esta lista para ser reducida.
2¢, =11 y por tanto, ¢, = %

. ., . , 11 23 .
Al hacer una sustitucién hacia atras, c; = y ¢t = 5. Con esto se obtiene que la
matriz que nos dieron si es una combinacion lineal de las otras y la combinacién es

3 2 _2&1()+1L1],_ll2-ﬂ__313
0-3/ 2\to/ 2\00/ 2\1 0 21

3.3.3. Tercer ejemplo. Tedérico. Este ejercicio hace énfasis en que el producto de matrices no es
conmutativo, pero en este caso especial pide una condicién para que este producto lo sea.

Encuentre @ de tal manera que el producto de ( 3 _11> y (_111 _1) conmute.
-4 a

Solucion:
En las matrices, el orden de los factores si altera el resultado. La pregunta sobre la con-
mutatividad del producto es muy relevante y requiere averiguar el valor de @ para que

3 —1\(—-1 -1\ (-1 —-1\/3 -1
—4 1 )\-4 a) \-4 a)\-4 1
1 —a—=3\ 1 0
0 a+4 ) \—4a—12 a+4
Cuando se comparan las matrices aparece el sistema

—a—3=0
—4a—12=0

Las dos ecuaciones se resuelven cuando @ = —3 y este es el valor que hace que el pro-
ducto conmute.
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3.4 Ejercicios guiados

Los siguientes ejercicios no estan completamente resueltos, pero se le ofrece una guia para que

usted construya la solucién.

3.4.1. Considere la funcién polinomial f(z)= z*— 5x y la matriz A = . Calcule f(A).

3
-1 2
Para iniciar la solucién es importante darse cuenta de que la funcién polinomial es una
funcién cuyo dominio y rango son iguales al conjunto de matrices de tamafio 2X2 cuyas en-

tradas son niimeros reales, este conjunto se nota M,., (R). El diagrama correspondiente es

f: M>x,(R) - M (R)

x > flz)=12"—5x

Escriba la expresién que debe calcular para encontrar f(A):

© 66 600 006000680088 00 0000080000000 080000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 000

Finalmente, haga la suma y escriba la solucién:



3.4.2

3.4.3.

cosf senf

La matriz A= (—sen,B cos B

) se llama matriz de rotacién en el plano. Esta matriz se estu-

diara con mayor detalle en la seccién 15. Con base en esta matriz, conteste las siguientes
preguntas o efectiie lo que se pide:
Encuentre una expresién simplificada para A°.

Encuentre simplificaciones para A%, A', A°. Si es necesario utilice software para
encontrarlas.

(Observa algun patrén?
Determine una forma simplificada para 4", en la que k es un entero positivo.

Encuentre una constante k tal que (kA) (kA) =1, donde A es la matriz | ¢

-1
En este ejercicio tedrico usted debe resolver una ecuacién cuya incégnita es la constante
k teniendo en cuenta las operaciones entre matrices y sus propiedades. Para calcular k:
Calcule kA y (kA)":
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3.4.4.

Ahora, multiplique kA con (kA)" para obtener una expresién en términos de k

Luego, utilice el resultado anterior para escribir una ecuaciéon cuyo lado derecho de la igual-
dad es 1.

© 66 600006000600 08 6000660086000 680 0860000680080 00006000800000600000000600000000600000006000000000000600000000000s00s0sssosssossssss

Las edades de Juan y Maria suman 36 afios, y al cabo de 8 anios la edad de Maria excede-
ra en 6 anos la edad de Juan. Calcule la edad actual de ambos.

Este es un ejercicio tipico en el que usted debe plantear un sistema basico de ecuaciones
y utilizar técnicas de solucién vistas en cursos anteriores. Para resolverlo siga los pasos

dados a continuacion.

Paso 1: Discusién del problema: Explique con palabras qué significan las palabras exce-

dera y edad actual en el contexto del problema.

© 66 660006000600 60 8000600066006 060 006000060060 0000000600000600000000000000000600000000000000000000000000000000000000000 000

Paso 2: Definicién de las incognitas presentes en el problema. De acuerdo con lo que le
piden, haga la descripcién completa de las incégnitas y las unidades en que se miden.



Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema. Escriba de manera simbdlica las con-
diciones sobre cuanto suman las edades y sobre como estaran al cabo de 8 afios.

Paso 4: Condiciones técnicas: Imponga condiciones a las incégnitas considerando que son
edades.

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema. Argumente la escogencia de
este método.

06 600000000008 0000000080000 000068 0000000080000 000000000000000600000000000000006000600000000s00sc0sscsssssosssessscsssosssosssossos

Paso 6: Resuelva el sistema, esto implica hacer los calculos apropiados para encontrar la
solucién cuantitativa.

Paso 7: Validacién de la soluciéon: Ahora que ya tiene los valores cuantitativos, verifi-
que que usted hizo bien los calculos y que estos satisfacen las condiciones técnicas que
impuso.

Paso 8: Solucion al modelo: Recuerde que la instrucciéon del ejercicio era: Calcule la edad
actual de ambos. Redacte la respuesta de modo acorde con esta instruccion.

066 08000008008 0000 0000800000000 0060000008000000000000000000000060000000000000600060006000000000ssesssssosssessscsssossscsssnssns
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3.5. Ejercicios propuestos

Después de estudiar los conceptos basicos de las matrices, sus operaciones y propiedades, estudiar
los problemas resueltos y los guiados, usted se encuentra en un punto importante en el estudio in-
dividual que le permite iniciar la solucién de ejercicios, solucion de problemas y planteamiento de
modelos. A continuacion, usted encontrara ejercicios propuestos para que los aborde con las herra-
mientas que ya ha adquirido con el estudio previo. Al final del libro usted hallara las respuestas;
no obstante, consultelas hasta que usted haya tratado de resolverlos completamente.

3.5.1. Encuentre los valores para x y y que hagan que las expresiones sean verdaderas.

r —y\_(9 3
& 3<2x+9 3y> (45 —9)'

Ty y 2\ _ (11 22
> 2(y 5x)+3<—x 4y> )

3

3.5.2. Dadas las matrices A= (_01 151_04 g), B=3 =27 1)yC= _(5)2 , determine cudles de los si-
guientes productos estan definidos y calcule aquellos que sean posibles.
a. ABC
b. ACB
c. BAC
d. CBA

3.5.3. Samuel, Carolina y Jests atienden tres puestos de venta al lado de la carretera que con-
duce de Melgar a Girardot. Un fin de semana, todos venden jugos de patilla, naranja y
mandarina. Las dos primeras tablas representan la cantidad de jugos de cada uno de los
productos vendidos por cada una de las personas, en el sadbado y el domingo; la tercera ta-
bla proporciona los precios, en pesos, de cada tipo de jugo que venden.



Sabado Domingo
. . . . . . Precio
Patilla Naranja | Mandarina Patilla Naranja | Mandarina .
Samuel 30 38 45 Samuel 45 50 55 Patilla 2.000
Carolina 20 42 50 Carolina 30 60 60 Naranja 3.000
Jesus 15 35 40 Jests 40 25 40 Mandarina 2.500

Defina las matrices 4, By C con las entradas de acuerdo con las tablas anteriores. Esto es, 4,

B representan la cantidad de jugos vendida en sabado y domingo, respectivamente y C los pre-
cios de los jugos por cada tipo de jugo que venden. Con las matrices asi definidas, efectte las si-
guientes operaciones e interprete los elementos en cada resultado.

a. AC

b. BC

c. En alguno de los casos anteriores, /pudo obtener ventas superiores a un millén

de pesos?

d. A+B

e. (A+B)C

f. (Cual fue el total en ventas para este fin de semana?

11
3.5.4 Sea A_<1 0

a. A%, A%, A*... hasta que detecte un patrén de comportamiento.

), calcule:

b. Dado que ya reconoce un patrén, complete las entradas vacias en las matrices
9X2: (D 8)7 (34 D)_

O 5/ \21 O
10 9 -3 0 4 —2 1 -21
3.5.5. Dadas las matrices A = , B= ,C=|3 0 |yD=|4 —1 6|, efectte las ope-
<3 —3) (0 1/2 6)
1 =5 0-214
raciones algebraicas que se piden o explique la razén de no poder ejecutarlas.

a. 2B—5C"
b. 2B+5C
c. BC
d. (CB)D
e. (AB)D"
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3.5.6.

3.5.7.

3.5.8.

3.5.9.

Dada la matriz 4 = (_11 2), y las funciones f(z)=2*—5zy g(z)=12’—22°— 5z +8.
Halle f(A) y g(A).

Considere dos companias de comida rapida, MD y BK. Cada afo, la compania MD conser-
va 1/4 de sus clientes, mientras que 3/4 de sus consumidores cambian a BK. Cada afio,
BK conserva 1/2 de sus clientes, mientras que 1/2 cambia a MD. Suponga que la distri-
1/4

i)
a. Determine la distribucién del mercado después de un ano.

bucidn inicial del mercado esta dada por X, = <
b. Determine la distribucién estable del mercado.

Considere una matriz B,, B#0, y B#1,, tal que AB=BA, donde A = ((1) _01)
a. /Cuantas matrices B de este tipo hay?

b. Determine una forma general para la matriz B.

1
Determine una constante k tal que (kA) (k4) =1, donde A= [ 3 ] (Hay més de un valor de
k que se pueda utilizar? 7

3.5.10. Pedro tiene en su alcancia de ahorros 400 monedas entre las de 500 pesos y las de 1.000

pesos. Si al romper la alcancia encuentra que tiene un total de ahorros de 290.000 pesos,

jcuantas monedas de cada denominacién tenia?



3.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Antes de abordar estas preguntas usted debe tener claro el desarrollo presentado en su clase tedrica, lo cual im-
plica conocer las propiedades de las matrices y de sus operaciones.

Las Preguntas de tipo Saber Pro son preguntas cerradas, es decir, constan de un enunciado y cuatro reactivos
de los que se debe seleccionar uno solo, si la pregunta es de seleccién multiple con Gnica respuesta o dos, si es de
multiple respuesta. Las preguntas que presentamos a continuaciéon estan formuladas con la técnica que aparece
en Barragan et al. (Barragan, Bogoya, Contento, & Ocana, 2014, pags. 21-28).

Como este libro pretende influir en su formacién y en su informacion, le sugerimos que la tactica para con-
testarlas gravite en torno a ofrecer una justificacién contundente acorde al enunciado. Justificacién contun-
dente significa que sila pregunta es de unica respuesta debe incluirse el proceso o argumento (proposiciones,
teoremas o propiedades) que descarte las tres incorrectas o se justifique con detalle el proceso o argumento
que lleva a la eleccién de la opcidén correcta. Al contestar estas preguntas cerradas evite hacer una operacion
por cada reactivo, pues esto implicaria que una pregunta se convierte en cuatro preguntas diferentes; lo re-
comendable es que, en la mayoria de los casos, intente hacer una justificacién global.

Al finalizar las preguntas usted encontrara las claves (este es el nombre para la respuesta correcta) y la jus-
tificacién global. En otras preguntas solo le damos la clave y usted puede escribir la justificacion.

Preferiblemente, trate de contestar las preguntas por si solo y luego consultar las respuestas. Asegirese de
marcar solo una respuesta por cada pregunta. En los exdmenes que emplean estos tipos de pregunta (exdmenes
de suficiencia en inglés o las pruebas Saber Pro) invalidan las respuestas que tienen multimarca.

3.6.1. Preguntas de seleccién multiple con unica 2) Si se tiene una matriz A tal que A, se cumple que:
respuesta A. Tr(A) esta definida.
1 -3 2 B. Se puede encontrar A
1) Para la matriz A=|4 0 —1| es correcto afir- C. AA” puede ser calculada.
5 2 =3 D. A puede escribirse como la suma de una ma-
mar que la traza de A, Tr(4), es triz simétrica y una antisimétrica.
A. Tr(4)=0
B. Tr(4)=—-3 3) Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 2.
C. Tr(4)=2 (Puede ocurrir que su producto sea la matriz
D. Tr(4)=—2 nula de orden 2?

Seccion 1: Matrices, Operaciones y Propiedades I
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A. Si, y se debe tener que una de las matrices
debe ser necesariamente nula.

B. Si, y no es necesario que alguna de las matri-
ces sea nula.

C. Si, y una de las matrices debe tener una fila
de ceros y la otra una columna de ceros.

D. Si, y solo ocurre si las dos matrices son nece-
sariamente nulas.

SiA= (_31 _23> y B=( —2) entonces
=7
T T:
()
3 2
B ime—(_l _2>
1 2
© (ABYZ‘<—1 0)
5
D. P =
A (9)
13
Si A= j% ?31 se tiene que:
4 4
A. A=A
13
T 4 4
B. 4 3 3
4 4
1 1
_| 4 4
C. A"A 11
4 4
Ly
D. AIZ_ 3
0 =,
4

En el mes de julio de 2018, un comerciante com-
pré 600 libras de café y 800 libras de cacao pa-
gando 1320 ddlares en total. Un mes después, y
habiendo aumentado el precio por libra de café
en 10% y disminuido el precio del cacao en 10%,

pagd por 800 libras de café y 600 de cacao un to-
tal de 1556 ddlares. El precio inicial de una libra
de café en délares era:

A. 0,54

B. 0,60

C. 1,40

D. 154

Preguntas de seleccién multiple con multiple
respuesta

En las siguientes preguntas:

Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.

Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.

Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.

Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

. 3 2 .
7) Sean las matmcesA—<_1 _Z)yB—(S 1), se tie-
ne que:
3 —1
1 =t )
2. BA=(8 4)
3 4
3. ¥ =
=34
T RT — 8
o =)
10 -1
SiA=|0 1 —2|se cumple que:
00 -1
1. A” es triangular inferior
2. Tr(d)=-1
1o -1
3. Lacomponente simétricadedes| 0 1 —1
—5 -1 -1



9)

10)

11)

12)

4. La componente antisimétrica de 4 es

10+
01—+
o
Sea A= (_21 (1)) y f(z)=22"— 3z —1, entonces
1. (4) es una matriz cuadrada de orden 2.

-1 1
2. f(A)= (_1 _3)
3. (f(4))T no esté definida.
4. f(A) es un polinomio cuadratico.

. (3 2 =13
Dadas las matrices A—<_1 O)’ B—( 9 _1),

C'= (_05 _§1>. Respecto a la matriz C se puede

afirmar que es combinacion lineal de A y B si:
1. ¢,=-1

2. ¢,=1

3. ¢,=—3

4. ¢,=3

Sea CI(ICI3 k2—32;k+1>’ si Tr(C)=13 entonces
1. k=—5

2. k=

3. k=3

4, k=-3

. . (31 N )
Considere las matrices A —(2 4) y B—( 1 2).

Para Ay B, NO es correcto afirmar que:
1. (A-B)(A+B)=A"—-B".

418
2 BA—(7 9).
3. AB*#(AB)B.

4. (A+B)Y=A'+B.

13)

14)

1
Sea A= ]; 3 , los valores de k que hacen
3 ="/
que A’=A son:
1. k=1/3
2. k=—1
3. k=2/3
4, k=-1/3

En una empresa por 3 horas de trabajo especiali-
zado y 4 horas de trabajo no especializado se pa-
gan $80.000, en tanto que por 7 horas de trabajo
especializado y 2 horas de trabajo no especializa-
do se pagan $150.000. Es correcto afirmar que

1. El costo de una hora de trabajo especializado
es el triple del costo de una hora de trabajo no
especializado.

2. El costo de 6 horas de trabajo especializado
y 4 horas de trabajo no especializado sera de
$28000.

3. La razon del costo de la hora de trabajo espe-
cializado al costo de la hora del no especiali-

3E+ 4N = 80.000
2N+ 7E = 150.000

el costo de una hora de trabajo especializado

siendo E'y N

zado es 4.
4. Se tiene que {

y no especializado, respectivamente.
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3.7. Recursos informaticos recomendados

3.7.1 Recursos de calculo online

1. Symbolab: Es un recurso en linea que dispone de unas ayudas gratis y otras con pago.
Util para operaciones basicas entre matrices y de una facil interaccién con el usuario.
Disponible en https://es.symbolab.com/solver

2. Wolfram Alpha: Potente recurso en linea que dispone de un variado ment de herramien-
tas de calculo simbdlico. En particular permite trabajar lo correspondiente a operaciones
béasicas de matrices y algunos elementos de estas. En la ruta https:/www.wolframal-
pha.com/examples/mathematics/algebra/matrices/ , usted podra explorar y calcular ope-
raciones entre matrices (Matriz Aritmética), la traza o rastro de una matriz (Rastro), y
en https://www.wolframalpha.com/input/?i=transpose+%7B%7B-3,+2%7D,+%7B5,+1%-
TD%7D&1k=3 se puede evaluar la transpuesta de una matriz.

Es muy facil de navegar por los diferentes menus, pero usted debera ser muy cuidadoso
con la forma en que debe emplear la entrada de la informacidn, pues el programa es muy
riguroso en la simbologia matematica.

Algunos procesos pueden ser visualizados paso a paso, otros requieren el pago de una
franquicia de acceso.

3. OnlineMSchool ofrece a través de su pagina http://es.onlinemschool.com/math/assistan-
ce/matrix/ una serie de ayudas para operaciones de suma, resta, multiplicacién de dos
matrices y la transposicion de una matriz. Es muy facil de usar y como apoyo al final pre-
senta un menu Intente resolver ejercicios con matrices donde usted puede practicar con
algunos ejercicios propuestos y verificar sus respuestas.

4. La calculadora online https://matrix.reshish.com/es/multiplication.php le permite hacer

sumas, restas y multiplicaciones de matrices.

3.7.2. Algunos videos de apoyo
A continuacién presentamos los enlaces de tres videos de apoyo. Estos se sugieren para
que usted pueda ver algunos ejemplos basicos de los conceptos abordados. Recuerde lo que
expresa el profesor Julio Alberto Rios Gallego “Julioprofe”:



® N ootk W

"El estudiante debe convencerse de que la matematica entra por la mano y no tanto por los
ojos. Aunque hay que comprender la teoria (leyendo libros, mirando los videos, presentacio-
nes y animaciones que hoy la tecnologia pone a nuestra disposicion), lo verdaderamente efec-
tivo para asimilar los contenidos es sentarse a escribir, a hacer los ejercicios y problemas de
aplicacion, para ir ganando seguridad y aumentar poco a poco el repertorio de estrategias"

(Entrevista a Julio Rios, @julioprofe en Youtube, 2010).

Metodologia de la modelaciéon matematica https://youtu.be/O4yd-ISHkVw (6:00)

Mezcla de mezclas https://youtu.be/KOmGN19tkzM (5:11)

Operaciones basicas con matrices https://youtu.be/ROIZQ2Pc2Fc (6:32)

Imagen de un polinomio en una matriz https://youtu.be/m0gn0s6sj-4 (3:50)

Operaciones con matrices https://www.youtube.com/watch?v=ROIZQ2Pc2Fc&t=3s (6:32)
Operaciones entre matrices https://youtu.be/AdPJ7q1V2dY (4:14)

Producto de matrices (Aplicacién) https://youtu.be/yebdyfLBppg (8:49)

Matrices (Multiplicaciéon por un escalar) https://youtu.be/jMGD7c8-1EA (6:19)
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DETERMINANTES Y PROPIEDADES

4.1 Introduccion

En esta seccién estudiaremos aspectos relacionados con una funcién muy importante en algebra
lineal. La funcién determinante es una funcién de variable matricial a valor real, esto quiere de-
cir que el dominio de la funcién es el conjunto de las matrices cuadradas de orden 7 y su codomi-
nio son los niimeros reales R. En términos simbdlicos el determinante es

det'. Man (R) H R
A —>  detA=|A|

Esta funcién solo la calculamos para matrices cuadradas. El determinante no esta definido
para matrices rectangulares (nXm,n#m).

Como el estudio de los determinantes es bastante amplio, en esta seccién nos enfocaremos
en las definiciones y propiedades que nos ayuden a construir los conocimientos que requerimos
para resolver los sistemas de n ecuaciones lineales con n incégnitas. Trabajaremos en la mode-
lacién, aunque nos queden pendientes algunos calculos porque todavia falta estudiar los méto-
dos de solucién. No obstante, la modelacién nos sirve de motivacién para su estudio.

Para esta seccion se requiere que usted se haya ejercitado en la implementacién de las defi-
niciones para matrices cuadradas de orden 2 y 3.

Seccion 2: Determinantes y Propiedades I
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4.2. Objetivos de informacion

Practicar las definiciones de los determinantes para matrices cuadradas de orden 2, 3y n.
Implementar las propiedades de los determinantes siempre que permitan encontrar
determinantes de manera eficiente.

Explorar situaciones problema que tengan su base en sistemas de n ecuaciones linea-

les con n incoégnitas.

4.3. Ejemplos resueltos

4.3.1. Primer ejemplo. Algoritmico. Encuentre los siguientes determinantes:

31 4 8
. 25 -50
123 1 4

31 4 8

1 -1 2 1
b23 0 1
10 0 1 0

2 1 —14

25 7
c. 109 4

00 —3
Solucion:

Para calcular los determinantes intentaremos aplicar las propiedades como prime-
ra herramienta; si no encontramos (por inspeccién) ninguna propiedad que pueda
ayudar a hallar el resultado de manera eficiente, es decir, a obtener el resultado



sin hacer muchas operaciones, entonces optaremos por la definicién generalizada de

determinante.

En el inciso a) vemos que la matriz tiene dos filas idénticas, F, = F,, asi

31 4 8
25 -50
23 1 4_0
31 4 8

En la matriz del inciso b) por inspeccién no reconocemos ninguna propiedad, lo que
notamos es que la fila 3, F, tiene tres entradas iguales a cero, es decir, a: = a» = @ =0
. Tal vez lo mejor sera calcular el determinante con la definiciéon generalizada usan-
do la tercera fila. Este calculo queda representado asi:

1 -1 2 1

23 0 1| &
00 1 ol 2,

j=1
2 1 —14
La sumatoria tiene como limite superior a 4 porque este es el orden de la matriz;
como se menciond, se calculara por la tercera fila y esto se materializa en que se fija i
=3 y el contador de la sumatoria esta sobre la columna j.
4
Z a:SjA:ij = andsn t ands + ads + asls
j=1
En este punto es importante recordar algunas cosas: 1) a; representan las entradas
de la matriz y A; son los cofactores; 2) para una matriz A=(a;; ),.,, €l cofactor A; es un
ntmero que se calcula como A; = (—1)"| M,| donde M es el menor correspondiente ; y
3) para esta matriz a; = a» = as = 0;

Con esto en mente,

ZCngAaf: OXA; +0XA+0XA;3+0XA,,
Jj=1

Se reduce entonces nuestro calculo a encontrar el cofactor As; que es:

1 -11
31 21 23
— +3 —(—1)Y —(— =

Seccion 2: Determinantes y Propiedades I
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Asi,

1 -1 2 1

2 3 01 4

0 1 0 = ZG,3jA3/ = A33 =13
=1

2 1 —14

Aunque la matriz del inciso ¢) es una matriz cuadrada de orden 3 y su determinan-
te es muy sencillo de calcular (por la Ley de Sarrus o por la definicién), notamos que es
una matriz triangular superior y por esto su determinante es igual a la multiplicacién
de los elementos de la diagonal principal, por lo que:

25 7
09 4 [=2%X9x%x(—3)=—54.
00 —3

4.3.2. Segundo ejemplo. Tedrico. Verifique que | A+ B|#|A|+|B|.

Solucioén:

Este ejercicio es muy importante porque nos hace pensar en que el “sentido comtn”
dista de la légica que estd inmersa en la matematica. A simple vista podria pensar-
se que el determinante de una suma es la suma de los determinantes, pero esto no es
cierto. El ejercicio nos pide hacer una verificaciéon (no una demostraciéon) implicando
que debemos escoger un par de matrices (suficientemente generales, evitando casos
como A=B,A=00 B=0), con ellas hacemos los calculos para convencernos de que el
resultado del lado izquierdo no es igual al del lado derecho.

o . 38 49 )
Para este ejercicio tomaremos las matrices A =< ) y B= (2 6)' Para el lado iz-

6 1
717

g 7 )y | A+ B|=—287. Ahora para el lado derecho,

quierdo de la expresion, A+ DB =(

|A|=—45;|B|=6 y |A|+|B|=—39.
Con esto verificamos que |A+B|#|A|+|B| pues |A+B|=—87 y | A|+| B|=—39.

4.3.3 Tercer ejemplo. Modelaciéon. Una plancha cuadrada tiene flujo de calor a través de si misma
porque esta aislada por arriba y por abajo. Cada borde tiene una temperatura constante,



pero es diferente en cada borde. Las temperaturas en los puntos interiores de la placa pue-
den ser estimadas, mediante la regla que promedia las temperaturas de los cuatro puntos
circunvecinos, al oeste, al norte, al este y al sur. De acuerdo con la placa de la Figura 3, es-
time T; con 1=1,23 y 4 las temperaturas en los cuatro puntos interiores igualmente espa-
ciados en la placa. Problema adaptado de Kolman (Kolman & Hill, 2013, pag. 70).

Figura 3. Placa cuadrada con puntos internos de calor.

30°

2 50°

0
Fuente: Elaboracién propia con base en (Kolman & Hill, 2013, pag. 70) con Geogebra Classic 5.0®

Solucion:

Paso 1: Discusidon del problema: Al leer el problema, sabemos las temperaturas en
los bordes de la placa, pero no en los puntos interiores. Para encontrar estas tempe-
raturas no haremos nada experimental como poner un termémetro en cada punto.
Lo que haremos sera usar la regla de calculo que nos dice: promediar la temperatu-
ra de los puntos circunvecinos.

Paso 2: Definicion de las incégnitas presentes en el modelo. El problema ya nos in-
dica que debemos usar T; con ¢=1,2,3 y 4, una incégnita por cada punto de calor. La
unidad de medida de la temperatura seran los grados centigrados porque los bordes
de la placa tienen esta unidad, T;:= Temperatura en el punto de calor i medida en gra-
dos centigrados con i=1,2,3y 4.

Seccion 2: Determinantes y Propiedades I
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Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema. Realmente hay una sola limitacién
y es la regla de promediar la temperatura de los puntos circunvecinos para averiguar
las que nos preguntan. Como hay cuatro puntos interiores, seran cuatro ecuaciones. Al
volver a la Figura 3 escribimos las ecuaciones, quedan diseniadas como:

Promedio de la temperatura de los puntos circunvecinos para 7; = 30+ 50: L+ 1
Promedio de la temperatura de los puntos circunvecinos para 1) = 30+ SOI L+ T,
Promedio de la temperatura de los puntos circunvecinos para 1= w
Promedio de la temperatura de los puntos circunvecinos para 7 = w

Paso 4: Condiciones técnicas: las incégnitas son temperaturas y, por tanto, pueden
ser nameros negativos o 0 cero si es frio, positivos si es calor. En este modelo, los frac-
cionarios también tienen interpretacion; piense en la temperatura corporal marcada

por un termoémetro como 37,8. De este modo,
T, son irrestrictas o libres para i=1,2,3 y 4.

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema (o el objeto matematico
que represente la situacion). Argumente la escogencia de este método. En este punto
del estudio no podemos resolver el sistema porque atin no hemos estudiado los méto-
dos de solucién, hasta ahora estamos en sus prerrequisitos. No obstante, esta situa-
cién problema nos revela la importancia de estos métodos.

El sistema de 4 ecuaciones lineales con cuatro incégnitas que modela la situacién de

la placa caliente es:

4T —T:—1;=80
—T+4T,—T,=80
=T +4T;— T, = 50
—T,—T;+ 4T, =50



4.4 Ejercicios guiados

-2 3 4
4.4.1. Dada la matriz A=| 1 —1 5 |, halle el valor del determinante de 4, siguiendo las indi-
2 6 -3

caciones. Este ejercicio le ayuda a tener una visién global y comparativa de la definiciéon
generalizada de determinante y de la ley de Sarrus para la matriz de orden 3.

Seccion 2: Determinantes y Propiedades I

Haga el calculo del determinante utilizando como base la segunda columna y el método
de cofactores.

........................................................................................................................

Realice el calculo del determinante utilizando como base la tercera fila y el método de
cofactores.

........................................................................................................................

........................................................................................................................
........................................................................................................................

........................................................................................................................

45



ALGEBRA LINEAL. Modelacion, solucion de problemas v ejercicios

IN
o

5 1
mite recordar y practicar las operaciones entre matrices de la seccién anterior, ademas

4.4.2. Dada la matriz A :( ), (para qué valores de z, | A— L, |= 0?Este ejercicio per-

de enlazar dichas operaciones con el tema de esta seccion. También utiliza conceptos del
precalculo ya que requiere solucién de ecuaciones cuadraticas. Para resolverlo, calcule la

operacién entre matrices A — zb.

© 6 6 6660006600006 600000000000 068606 0006060660066 00000600000000060060000606000000060060000060000000000s000000scsossssosssosssnsosssssos

Compruebe dichas soluciones remplazando los valores de z, en | A —zL]|.

6 0 00
4.4.3 Halle| 1 —3 10 0.

-2 1 00

3 5 —16

Con este ejercicio se pretende analizar la eficiencia en el calculo (implementacién de al-
goritmos) para asi evitar desarrollos extensos e innecesarios. Para esto:
;la matriz del determinante corresponde a una matriz triangular superior o inferior? Si

su respuesta es afirmativa, {qué ocurre con el determinante?



Identifique la fila o columna que tenga mayor cantidad de ceros; {por qué es importante
esta identificacion?

..........................................................................................................................

........................................................................................................................

........................................................................................................................

4.5. Ejercicios propuestos

1 2 1
4.5.1 Dada la matriz A=|1 —x x|, halle los valores de z tales que |A]|= 0.
1 4z 1
T T2 X3
Suponga que |y 1. y:|= 5, halle los valores de los siguientes determinantes, utilizando
21 22 Z3

las propiedades de los determinantes.

X To X3

a. |4 Y Yo Ys
21 22 Z3

T Y Zi
b. |z Yo 22
T3 Yz Z3

Seccion 2: Determinantes y Propiedades I
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T 6x —x;
c. |y 6y —us
z 620 —z;
T —Xtm 21
d. Y —yz+y1 2y3
2 —mtz 2z

Halle el valor de los siguientes determinantes:

2 -11
a. 11 5 4
173
49 —611
b |0 =3 102
00 27
00 06
3-1-21
c 02 19
00 04
00 —36

4.5.4. Mediante las operaciones entre matrices, determine si las siguientes proposiciones son

23 0 72 6
verdaderas o falsas. Para ello utilice las matrices A=|1 4 —2|, B=|0 1 —2|. También
15 7 4 -1 9
se sugiere usar software o una calculadora online.
a) |AB|=|A| B|
b) [A+B[=|A|+|B]
c) [44]= 4’| A|



4.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Revise el desarrollo tedrico presentado en su clase magistral 2 antes de abordar estas preguntas. Tenga clari-

dad en el calculo y las propiedades de los determinantes.

. . . =1 2=
4.6.1. Preguntas de seleccion multiple de respues- 4) Si A= 3 _320) y se sabe que |24|=8, enton-
ta Unica ces x es:
1 -3 2 A ¢ __T
1) Para la matriz A=|4 0 —1| es correcto afir- 3
—_5
5 2 -3 B. z= 3
mar que: C. z= %
A. |A|=69 7
B. |4=-3 DL #=%
C. |4 =65 1 /3 143
_ N I |1 71 . ‘
D. |A|=-7 5) SlA_v/_3 3 yB—ﬁ 3 se tiene que:
. . . 4 4 4 4
2) Si se tiene una matriz A tal que 4;, y |A| =2 se 5
cumple que: A |A+B|= 9
A. |24|=4 B. [A-B|=3
B. AT |=—2 7 2
C. |-24|=-16 C. [B'l=—%
D. 34]=18 D. |AB|=0

3) Sea A una matriz cuadrada de orden 2. jPuede ., - -
. 4.6.2. Preguntas de selecciéon multiple con multiple
ocurrir que |A| =0?
B X X respuesta
A. Si, y la matriz debe ser necesariamente nula. o
, X . En las siguientes preguntas:
B. Si, y no es necesario que la matriz sea nula. . .
. , Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
C. No, pues el determinante es un numero , )
. Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
positivo. ) )
, . L Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
D. Si, y solo ocurre si la matriz tiene una colum- i )

Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

na o fila de ceros. . .
Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

Seccion 2: Determinantes y Propiedades I
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6) Sea las matrices A —(_1 _2> y B=<

)

8)

9)

tiene que:
1. [(4B)'|=16
2. |A|+|B|=0
3. |A|-|B|=0
4. |34|=—12
10 -1
S1A=[0 1 —2|se cumple que:
00 —1
1. M, =—1
2. |4"|=—-1
3. |4=—1
4. |4%=—1
Sea A= (g _11) se cumple que:
1. |A+zL|=7 —3z+2
2. |A—zhL|=2"—3z+2
3. |A’]=6
4. A°—3A+2L=0,
1 -10
Dada A=[4 —1 2|entonces:
1 0 3
1 |47]=1
2. |34]|=189
3. |24°|= 2744
4. |A*|=—2041

: ) se  10)

11)

12)

Sea C=(k13 k2_i_2>, si |C|=—2entonces
1. k=-3
2. k=1
3. k=2
4. k=3

=1 9
Dadas las matrices A=< kl —k) y

k+1 —2 .
=\ 1 & los posibles valores de £ que ha-
cen que |A|—|B|=0 son
1. k=-2
2. k=-1
3. k=0
4. k=1
1
ko3
Sea A= 9 , los valores de k£ que hacen que
3 3k
|A|—%=|Oz|son
1. k=—2
2. k=-1
3. k=1
4. k=2



4.7.

Recursos informaticos recomendados

4.7.1. Recursos de calculo online

1.

Symbolab: Es un recurso en linea que dispone de unas ayudas gratis y otras con pago.
Util para el calculo de determinantes y de una facil interaccién con el usuario. En la ba-
rra de entrada debe dar la sintaxis det o determinant y puede calcular determinantes
de orden 4. (Muestra los pasos de calculo usando el método del menor y los cofactores).
Disponible en https://es.symbolab.com/solver

Wolfram Alpha: Permite trabajar con determinantes. En la ruta http://m.wolframalpha.
com/examples/Matrices.html y el menu Determinante puede evaluar determinantes de
orden 2 y 3 con la ventaja de que le va a suministrar una visualizacién geométrica del
resultado interpretandola como un valor asociado al area y el volumen segtn el caso, del
paralelogramo o el paralelepipedo determinado por los vectores que conforman cada una
de las filas de la matriz.

. OnlineMSchool ofrece a través de su pagina http://es.onlinemschool.com/math/assis-

tance/matrix/determinant/ el calculo de determinantes de matrices de orden 7. Debe te-
ner cuidado con las reglas de la introducciéon de nimeros para que el calculo sea exitoso.
En https://www.vitutor.com/algebra/determinantes/d_e.html usted encontrara 20 ejerci-
cios basicos de determinantes. Intente resolverlos antes de recurrir a la pestana o pagi-
na de soluciones.

. Para estudiar problemas resueltos que involucran determinantes usted puede ir a ht-

tps://es.scribd.com/doc/111198978/Aplicaciones-de-Determinantes-3x3-Sol
La calculadora online https://matrix.reshish.com/es/determinant.php le posibilita el cal-
culo de determinantes de matrices de pequenos y grandes tamarfios.

4.7.2. Algunos videos de apoyo

La reproducciéon de un video con contenido académico debe ir acompanada de la reconstruccion

a papel y lapiz de los procesos que alli se indican. Luego usted deberia tratar de resolver un pro-

blema similar que encuentre sobre el tema abordado en otro video para resolverlo por si solo.

Luego coteje su resultado con lo que en él sea presentado.

Seccion 2: Determinantes y Propiedades I
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. Propiedades de los determinantes (Parte 1) https://www.youtube.com/watch?v=TOOE-

VbnS-h0&t=1s (8:17)

. Propiedades de los determinantes (Parte 2) https:/www.youtube.com/watch?v=V_1PB-

inf3Eo&t=1s (8:12)

. Area de un triangulo (Aplicacién de los determinantes) https://www.youtube.com/wat-

ch?v=k5nH21YCqiQ (5:43)

. Determinantes https://youtu.be/LZ75EX0ovAOw (6:20)
. Matriz singular https://www.youtube.com/watch?v=0A5qJy692fo&t=28s (4:07)



REGLA DE CRAMER
Y MATRIZ INVERSA

5.1 Introduccion

La Figura 4 presenta los métodos basicos para resolver sistemas de ecuaciones lineales y los ca-
sos en los que se pueden aplicar. En esta seccién estamos interesados en estudiar modelos y si-
tuaciones problema que recaen en dos métodos de solucion de sistemas de n ecuaciones con n
incégnitas: la regla de Cramer y el método de la matriz inversa. Estas dos técnicas sirven para
resolver sistemas de ecuaciones lineales cuadrados con la condicién de que el determinante de
la matriz de coeficientes sea no nulo (diferente de cero).

Para abordar los métodos de solucién de los sistemas de ecuaciones lineales, se inicia el estu-
dio en casos un poco restringidos para abordar progresivamente tales métodos, en vista de que
es necesario separar los casos y los modelos para avanzar sin abarcar todo al mismo tiempo.
En lo posible en esta seccién los ejemplos, ejercicios y preguntas estan ligados a situaciones pro-
blema y modelos, mas que los sistemas de ecuaciones lineales y sus soluciones por si solos.

Seccion 3: Regla de Cramer y Matriz Inversa I
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Figura 4. Mapa mental de los métodos de solucion de los sistemas de ecuaciones lineales.

Mapa mental de los métodos
bdisicos para resolver sistemas
de ecuaciones lineales
i SISTEMAS
SISTEMAS H CUADRADOS
CUADRADES i
it uiunmi::
B COLRCENTES NO
ML WALD
SISTEMAS DE
ECUACIOMES
LINEALES
SISTEMAS
CRADRADS
ULTEMAS !
RECTANCLILARES. H
OGS LOS CASDS | TOD0S LOS CASOS

Fuente: Elaboracion propia en Canva.com

5.2 Objetivos de informacion

* Practicar los algoritmos de solucién de sistemas de n ecuaciones con n incégnitas co-
rrespondientes a la regla de Cramer y el método de la matriz inversa.

* Modelar situaciones problema que se representen mediante sistemas de ecuaciones li-
neales cuadrados.

+ Completar la metodologia de planteamiento de modelos y problemas hasta la solucidn.



5.3. Ejemplos resueltos

5.3.1. Primer ejemplo. Modelacion. Encuentre el polinomio cuadratico que interpole los puntos
(1,3),(2,-1) y (5,4).

Solucion:
Paso 1: Discusién del problema: Después de leer atentamente el problema debemos rein-
terpretarlo: parafraseando, comentando y explicando con expresiones verbales propias.
Aunque el planteamiento de la situacion es muy breve, es importante entender
completamente lo que alli se pregunta. En la medida en que lo comprendamos a caba-
lidad podremos dar solucién. Basicamente hay dos cosas para puntualizar: la prime-
ra es que solo hay un polinomio cuadratico y este es de la forma p(z)=az’+bx+c; y la
segunda es que la interpolacién polinomial lo que hace es buscar un polinomio que
pase por los tres puntos dados. Nuestro trabajo es encontrar un polinomio cuadrati-
co cuya parabola contenga los puntos que aparecen graficados en la Figura 5.

Figura 5. Puntos para interpolacién polinomial.

5

)

=2

Fuente: Elaboracion propia en Geogebra Classic 5.0®
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Paso 2: Definicién de las incégnitas presentes en el modelo. Hay que incluir la des-
cripcién completa de las incognitas v, si es el caso, las unidades en que se miden.

Como el polinomio que debemos encontrar tiene su forma estandar p(z) = az’+ bz +c,
las incognitas son los coeficientes presentes en p. De modo que:

a := coeficiente de 2? en el polinomio cuadratico.
b = coeficiente de x en el polinomio cuadratico.
¢ := coeficiente de 1 en el polinomio cuadratico.

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema. Hay que tener en cuenta los cons-
trefiimientos que estan afectando el problema. Es muy conveniente rotular las ecua-
ciones con frases que indiquen a qué hace referencia cada limitacién. En caso de ser
necesario, incluya las unidades de medida.

Como el polinomio de interpolaciéon pasa por los tres puntos, cada punto repre-
senta una ecuacién. Cuando usted sustituya z por la primera componente del punto,
el valor que debe tomar p(r) debe ser el de la segunda componente del mismo punto.

Punto (1,3) a+b+c=3
Punto (2,-1) 4a+2b+c=—1
Punto (5,4) 25a+5b+c=14

Paso 4: Condiciones técnicas: Imponga condiciones a las incégnitas definidas para
que sus valores cuantitativos tengan sentido dentro de la modelacién.

Como a,b y ¢ son los coeficientes del polinomio cuadratico, tienen interpretacion
en casi cualquier caso. Por ejemplo, si a>0, entenderemos que la parabola es conca-
va hacia arriba y si a <0, la parabola es concava hacia abajo. a=0 implicaria que el
polinomio es lineal, pero este no es el caso porque tenemos tres puntos no colineales.

a#0y b,c son irrestrictas o libres.

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema (o el objeto matematico
que represente la situacién). Argumente la escogencia de este método.



Usaremos la regla de Cramer para resolver el ejercicio porque esto implica hacer
menos operaciones manualmente.

Paso 6: Resuelva el sistema (o el objeto matematico que represente la situacién),
esto implica realizar los calculos apropiados para encontrar la soluciéon cuantitativa.

atb+c=3
El sistema queda definido como y4a + 2b+ ¢ =—1 y su equivalente en términos ma-
25a+5b+c=4
triciales es
1 1 1|a 3
4 2 1|b|=|—1
25 5 1)(c 4

Para verificar si es posible usar la regla de Cramer calculamos el determinante de
la matriz de coeficientes observando que es diferente de cero.
1 11
4 2 1(=—12#0
25 51

De esta manera las incégnitas quedan calculadas individualmente como:

3 11 1 31 11 3
-121 4 —11 4 2 —1

_ 451:_17:£.b:2541:99 _ 99 1255 41 —118 59

a —12 —12 ~ 12° —12 —12 12y ¢~ =12 ~ =12 ~ 6

Hemos encontrado que el polinomio cuadratico que interpola los puntos es:

p) =150~ 1ye+

Paso 7: Validaciéon de la solucién: Ahora que ya tiene los valores cuantitativos, verifi-

que que satisfagan las restricciones que disefi6 y las condiciones técnicas que impuso.
Una posibilidad de validacién es remplazar los valores de a,b y ¢ en las ecuaciones

que se disefiaron. Otra posibilidad es graficar el polinomio y ver que efectivamente

pasa por los puntos dados. La segunda opcién esta representada en la Figura 6.

Seccion 3: Regla de Cramer y Matriz Inversa I

57



ALGEBRA LINEAL. Modelacion, solucion de problemas v ejercicios

ol
06}

Figura 6. Polinomio cuadratico de interpolacién para (1,3),(2,-1) y (5,4).

(5,4)
(1,3)

2 0 2,-1) 6

-2

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Classic 5.0®

Paso 8: Solucién al modelo: Con sus palabras exprese la solucién del modelo, es de-
cir, contextualice los resultados que obtuvo.
El polinomio cuadratico que interpola los puntos (1,3),(2,—1) y (5,4) es:

p(z)= %af —%gﬂ—%.

5.3.2. Segundo ejemplo. Modelacién. El salén comunal de un conjunto residencial tiene mesas
con distintas capacidades y que se pueden ajustar a los eventos por realizar. Unas mesas
tienen capacidad para cuatro sillas, otras para 8 y otras para 14. El administrador del
conjunto encontr6 un inventario escrito de las mesas y de las sillas. El inventario escrito
dice que, en total, hay 73 mesas y 228 sillas. Llamoé la atencion del administrador que el
registro del dltimo alquiler del salén comunal dice que se usaron 47 mesas contando con
la mitad de las mesas de 8 sillas y la totalidad de las de 14 sillas. Para cotejar el inven-
tario y programar el presupuesto para la asamblea de copropietarios del afio siguiente se
requiere saber cuantas mesas de cada tipo hay en el salén comunal.



Solucion:

Paso 1: Discusién del problema: Después de leer atentamente el problema debemos
reinterpretarlo: parafraseando, comentando y explicando con expresiones verbales
propias.

No todas las mesas tienen el mismo tamano ni la misma capacidad para que se
puedan adaptar a las necesidades de copropietarios y residentes. En este caso hay
tres tipos de mesas con diferentes numeros de sillas. El total de mesas y de sillas lo
conocemos a partir del Gltimo inventario que es un conteo que bien el administrador
hizo o delegd y que aparece en registros escritos y que ahora puede no corresponder
con lo que efectivamente hay en el depésito. Adema4s, tenemos la informacién pun-
tual del dltimo alquiler en el que se pidié y alquilé un nimero particular de mesas
y de sillas.

Paso 2: Definicién de las incégnitas presentes en el modelo. Hay que incluir la des-
cripcién completa de las incégnitas y si es el caso, las unidades en que se miden.

Como la pregunta es sobre el nimero de mesas de cada tipo, las incégnitas deben
estar definidas asi:

z; = Numero de mesas del tipo 7 en el inventario, donde i=1(4 sillas), 2(8 sillas) y
3(14 sillas).

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema. Hay que tener en cuenta los cons-
trefimientos que estan afectando el problema. Es muy conveniente rotular las ecua-
ciones con frases que indiquen a qué hace referencia cada limitaciéon. En caso de ser
necesario incluya las unidades de medida.

Total de mesas segun el inventario ntrntr="73
Total de sillas segtn el inventario 4z, + 8z, + 14z, = 228
Informacién del Gltimo alquiler TT s = 47
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Paso 4: Condiciones técnicas: Imponga condiciones a las incégnitas definidas, para
que sus valores cuantitativos tengan sentido dentro de la modelacién.

Las incégnitas estan definidas como nimero de mesas y por esto no pueden ser
numeros negativos ni fraccionarios. Alguna de ellas podria ser igual a 0, cuya inter-
pretacion seria que ya no queda ninguna mesa con esa caracteristica porque se da-

naron o estan inservibles.
x: € 77U40} para i=1(4 sillas), 2(8 sillas) y 3(14 sillas).

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema (o el objeto matematico
que represente la situacion). Argumente la escogencia de este método.
Resolveremos este sistema usando la regla de Cramer por su eficiencia cuando se

opera a mano.

Paso 6: Resuelva el sistema (o el objeto matematico que represente la situacién),
esto implica efectuar los calculos apropiados para encontrar la solucién cuantitativa.

ntrtr="73
El sistema correspondiente es 4z + 8x, + 14z, = 228. El sistema matricial aso-

T+ xs =47
ciado es
11 1)x 73
4 8 14|z |=]228
0+ 1 )\mz 47

En primera instancia hay que calcular el determinante de la matriz de coeficien-
tes para verificar que la regla de Cramer es una técnica viable.

111
4 8 14|=—1#0
0 1

w|— 00

De este modo las incégnitas quedan calculadas individualmente como:



731 1 1 73 1 11 73

228 8 14 4 228 14 4 8 228

47 + 1 0 47 1 0 + 47
1’1:_721:_241;1'2:_71:534 y T3= 2_1 =—220

Paso 7: Validacion de la solucién: Ahora que ya tiene los valores cuantitativos, verifi-
que que satisfagan las restricciones que disefi6 y las condiciones técnicas que impuso.

Total de mesas segun el inventario —241+534—220=173
Total de sillas segtn el inventario 4 X (—241)+ 8 X 534+ 14 X (—220) = 228
Informacién del altimo alquiler +X 534 —220 = 47

El sistema de ecuaciones esta bien resuelto y el modelo esta planteado de modo
acorde con lo observado; sin embargo, la solucién no satisface las condiciones técni-
cas porque son numeros enteros, pero dos de ellos son negativos. No hay interpreta-
ci6én posible para un nimero como —241 en términos de mesas de cuatro sillas.

Paso 8: Solucién al modelo: Con sus palabras exprese la solucién del modelo, es de-
cir, contextualice los resultados que obtuvo.

El sistema tiene solucidon, pero el modelo no. Una conjetura que podemos hacer es
que en el momento de hacer el inventario anterior, la persona encargada no verifi-
c6 cuantas mesas y sillas en realidad se tenian, sino que apenas observé y dijo el nu-
mero que le parecié mas cercano. La Figura 1 muestra que en estos casos podemos
revisar la situacion y revisar el modelo. Otra opcién puede ser destinar tiempo de la
administracién para hacer el inventario fisico incluyendo la calificacién del estado de
las sillas y las mesas. Tal vez seria lo mas sensato de hacer, aun cuando el resultado
estuviera compuesto por nimeros positivos, si es que se dispone de tiempo para ha-
cerlo o hay suficiente margen de duda.

5.3.3. Tercer ejemplo. Modelacién. Tres insumos se mezclan para producir tres tipos de fer-
tilizantes organicos: basico, intermedio y acelerado. Un paquete del fertilizante basico
se prepara con 10 g de restos de frutas, 30 g de restos de verduras y 60 g de pasto. Un
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paquete del fertilizante intermedio requiere mezclar 20 g de restos de frutas, 30 g de res-
tos de verduras y 50 g de pasto. Cada paquete del fertilizante acelerado se prepara con 50
g de restos de frutas y 50 g de pasto. La plaza de abastos ha facilitado 1.400 g de restos
de frutas, 1.200 g de restos de verduras, mientras que la empresa Corta y Poda El Césped
ha entregado 3.100 g de pasto. Considerando que no es posible almacenar ni los restos de
fruta o verduras ni el pasto cortado, jcuantos paquetes de los tres tipos de fertilizantes
organicos se deben producir para aprovechar todos los insumos disponibles? Para el mes
siguiente, la plaza de abastos anunci6 que solo podra entregar 1.200 g de restos de frutas
y la empresa Corta y Poda El Césped entregara 3.000 g de pasto. ;Como afecta a la pro-
duccién este cambio en la disponibilidad de insumos?

Solucioén:
Paso 1: Discusién del problema:

Se estan produciendo tres tipos de fertilizantes, todos tienen los mismos insumos
pero no en la misma proporcién. Los insumos son restos de frutas y verduras mas
pasto cortado. No hay un insumo inerte como tierra negra, que les sirva como vehicu-
lo porque cada una de las sumas de los gramos empleados es igual a 100 por paquete.
La produccién esta sujeta a la disponibilidad de los insumos, pero no puede quedar
ningun sobrante ya que lo que quede se pudre. Ademas, la disponibilidad depende
de lo que surtan desde la plaza de abastos y la empresa Corta y Poda el Césped, esto

provoca cambios en la productividad.
Paso 2: Definicién de las incégnitas presentes en el modelo.
Como la pregunta es sobre el nimero de paquetes de cada tipo de fertilizante que

se deben producir, las incégnitas deben estar definidas asi:

z; = Numero de paquetes del fertilizante de tipo ¢ que se va a producir para emplear
todos los insumos disponibles ¢=1(bdsico), 2(intermedio) y 3(acelerado).

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema.



Disponibilidad de restos de frutas, en gramos 10z, + 202, + 50z; = 1.400
Disponibilidad de restos de verduras, en gramos 302; + 302, = 1.200
Disponibilidad de pasto cortado, en gramos 60z, + 50z, + 50x; = 3.100

Paso 4: Condiciones técnicas:
Los paquetes por producir deben estar completos, por lo que:

z; € 7Z7UL0} para ¢=1(bdsico), 2(intermedio) y 3(acelerado).
Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema.
En este caso es mejor resolver el sistema usando el método de la matriz inversa
porque el vector de los términos independientes cambia. Si se resuelve con otro mé-

todo habra que hacer el mismo procedimiento dos veces.

Paso 6: Resuelva el sistema.

Se debe resolver 30z + 302, = 1.200 , es decir, |30 30 O || z.[=/1.200].
60z, + 50x, + 50x; = 3.100 60 50 50 )\ s 3.100

Este sistema se entiende como AX =B. Para saber si el método de la matriz inver-
sa es la herramienta apropiada para resolver el sistema hay que saber si el determi-
nante de la matriz de coeficientes es diferente de cero. En efecto,

10 20 50
30 30 0 |=—30.000 #0
60 50 50

Ahora hay que calcular los 9 cofactores de la matriz de coeficientes para encontrar
la matriz de cofactores de A.
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30 0

1+1 30 0 o 142 B _
A= (_1) |M11|= 50 50 = 1.500 A= (_1) |M12|__ 60 50 =—1.500
30 30 - 20 50
A= (—1) 3|M13|= 60 50 =—300 A,= (—1) |M21|=— 50 50 =1.500
10 50 . 10 20
Ae= (=1) IMal=| ) 20[Z72500  An=(=1) IMul=y, 5,|=700
N 20 50 + 10 50
Am:(—1)3 | M| = 20 o |= 1500 ASQ:(—1)3 | M| =— 50 o |= 1500
10 20 1.500 —1.500 —300
3+3
A= (—1) IMu|= 30 30|~ 300 Cof(A)=| 1.500 —2.500 700

—1.500 1.500 —300

Luego hay que encontrar la matriz adjunta de A, que es:

1500  1.500 —1.500
(Cof(A)) = adj(A)=|-1.500 —2.500 1.500
—-300 700 —300

Finalmente, la matriz inversa de A queda calculada como:

' X 1.500 1500 —1.500) (= =+ =+
A’1=madj(A) = —3g00] 1500 —2.500 1500 |=|% + =
—300 700 —300 S T

[~

o = 7 |(1.400) (25
De aquique, X=A4"'B=|+ + = /1.200|=[15
o w0 10 )\ 3-100 17

)
S

|
4
-



Al cambiar la disponibilidad solo debemos cambiar el vector columna de los térmi-
nos independientes y hacer la multiplicacion.

= % w |(1.200 30
X=A"C=|+ 1 +[[1.200|=|10
™ o w0 )(3:000) (14
Paso 7: Validacion de la solucion:
Hay que verificar que las operaciones se hicieron correctamente en los dos casos
que se preguntan.

10X 25+20X 15+ 50 X 17 =1.400 10X 30+ 20X 10+ 50 X 14 = 1.200
30 X254+ 30 x15=1.200 y 30X 30+ 30 x10=1.200
60x25+50X15+50%x17=3.100 60 x30+50x10+50 X 14 = 3.000

Paso 8: Solucién al modelo:

Para emplear todos los insumos disponibles en el primer mes, la produccién debe
ser 25, 15 y 17 paquetes de los fertilizantes basico, intermedio y acelerado, respecti-
vamente. Con los cambios en la disponibilidad de los insumos habra un cambio en la
produccién a 30, 10 y 14 paquetes, respectivamente. Se observa que la produccion del
fertilizante basico se incrementa, pero la de intermedio y acelerado decaen al dismi-
nuir la disponibilidad de restos de frutas y de pasto cortado.

5.3.4. Una famosa cadena hotelera adquirié un total de 7.500 unidades entre almohadas, jue-
gos de sabanas y cubrecamas, gastando un total de 899 millones de pesos. El precio de
una almohada es 30 mil pesos, el de un juego de sabanas es 150 mil pesos y el de un cu-
brecama es 200 mil pesos. Ademas, el numero de almohadas compradas excede en 600 al
numero de cubrecamas. ;,Cuantas almohadas, juegos de sabanas y cubrecamas ha com-
prado la cadena hotelera?
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Solucion:
Paso 1: Discusion del problema:

Tenemos un total de unidades compradas que es de 7.500 entre almohadas, jue-
gos de sabanas y cubrecamas, y tendremos un dinero disponible de 899 millones de
pesos para la adquisicién de estos; ademas se conocen los precios de cada almohada,
juegos de sdbanas y cubrecamas, que en su orden son 30 mil, 150 mil y 200 mil pe-

sos, respectivamente.

Paso 2: Definicién de las incégnitas presentes en el modelo.
z; = Numero de elementos de lenceria que ha comprado la cadena hotelera,
i1=1(almohadas), 2(juegos de sabanas), 3(cubrecamas).

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema.

Total de unidades compradas 1+ 2+ 23 = 7500
Total del gasto 30.000z; + 150.000z; + 200.000z; = 899.000.000

Numero de almohadas compradas excede en 600 al nimero de cubrecamas z; = x; + 600

Paso 4: Condiciones técnicas:

En este caso, como las incégnitas corresponden a nimero de unidades, entre al-
mohadas, juegos de sabanas y cubrecamas, no pueden ser numeros negativos ni frac-
cionarios. Podrian ser iguales a 0, considerando, por ejemplo, que alguno no fuese
adquirido, con lo cual serian:

z, € 2"U{0} para i=i=1(almohadas), 2(juegos de sdbanas), 3(cubrecamas).
Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema.

En este caso, es apropiado usar la regla de Cramer debido a su eficiencia ya que

resolveremos manualmente.



Paso 6: Resuelva el sistema (o el objeto matematico que represente la situacién),
esto implica efectuar los calculos apropiados para encontrar la solucion cuantitativa.
Primero identifiquemos que el sistema de ecuaciones inicial se puede simplificar en:

o+ + 23 = 7500
3z + 152, + 2025 = 89.900

T —x3 = 600
11 1
Donde A=|3 15 20| y|A|=—7. Por lo que:
1 0 —1
7500 1 1 1 7500 1 1 1 7.500
89.900 15 20 3 89.900 20 3 15 89.900
600 0 —1 1 600 -1 1 0 600
T = — =2.800;2, = ————7—— = 2.500;25 = ———==—— = 2.200
Paso 7: Validacién de la solucién.
Total de unidades compradas T+ 2+ 25 = 2.800 + 2.500 + 2.200 = 7.500
Total del gasto 30.000z; + 150.000x, + 200.000x;

= 30.000 X 2.800 + 150.000 X< 2.500 + 200.000 X 2.200 = 899.000.000

El ntmero de almohadas compradas excede en 600 al nimero de cubrecamas
T =2t 600
2.800 = 2.200 + 600

Por otro lado, todas las cantidades son positivas.
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5.4. Ejercicios guiados

5.4.1. Una empresa de producciéon de marroquineria desea invertir 16 millones de pesos en

nueva materia prima para su nueva linea; les ofrecen cuero de procedencia italiana, ar-
gentina e india. Aquellos proveedores ofrecen una rentabilidad para la italiana de 30%,
Argentina de 40% e india de 25%, por lo que deciden invertir 3 veces mas con la materia
prima argentina que la india. La empresa productora desea ver reflejada una rentabili-
dad en sus costos de $5.300.000 de pesos el primer afio. ;Cuanto debera invertir la em-
presa en productos de cada uno de los paises para emplear todo el dinero disponible para

la nueva linea?

Paso 1: Discusion del problema: es importante entender por qué la empresa toma la de-
cisién de comprar mas materia prima al proveedor argentino que al indio y cémo decide
hacer esta inversidn, es decir, qué significa que haya decidido invertir 3 veces mas con la
materia prima argentina que la de India.

Paso 2: Definicion de las incégnitas presentes en el modelo. Recuerde interpretar la pre-
gunta para escribir las incégnitas.

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema. Las limitaciones de la inversién estan
dadas por la cantidad de dinero disponible para comprar la materia prima y la proyecciéon
de rentabilidad que tiene la empresa productora, asi como la decisién de compra que ha
tomado. Ahora, hay que escribirlas en lenguaje simbélico.



066 00000000008 000 0000086000000 08000000000000000000000000000000000000006000600060006000000s0sc0sscssesssssosssossesssosssosssosscs

Paso 4: Condiciones técnicas: como la pregunta esta formulada sobre el dinero que hay
que invertir con cada proveedor, ello implica que las incégnitas no pueden considerar nu-
meros negativos. jJHabra alguna otra consideracion?

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema (o el objeto matematico que
represente la situacion).

Paso 6: Resuelva el sistema (o el objeto matematico que represente la situacién), esto im-
plica realizar los calculos apropiados para encontrar la solucién cuantitativa.

Paso 7: Validacion de la solucion: verifique que le quedaron bien hechos los calculos y
que lo encontrado si resuelve la situacién planteada.

Paso 8: Solucién al modelo: remitase a la pregunta, y en los términos en que le pregunta-
ron redacte su respuesta, es decir, la respuesta a la pregunta podria empezar con: la em-
presa de marroquineria deberia invertir...
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5.5.

Ejercicios propuestos

5.5.1.

5.5.2.

5.5.3.

Se hizo un estudio de transporte masivo en el portal del sur de Transmilenio en la ciu-
dad de Bogota en octubre de 2018. Se efectuaron observaciones los lunes, martes, miér-
coles y jueves a las 6 a.m., ala 1 p.m. y a las 6 p.m. Se encontré que, en estos 4 dias, la
suma de los promedios de los usuarios en estas tres franjas horarias fue de 7.005 perso-
nas. También se observé que el triple de usuarios promedio de la 1 p.m. excede en 805 pa-
sajeros al promedio de usuarios de las 6 a.m., y que la suma de los pasajeros promedio de
las 6 a.m. junto con los de la 1 p.m. es superior en 1.145 pasajeros al promedio de pasaje-
ros de las 6 p.m. Para completar el estudio se requiere determinar el promedio de perso-
nas que utilizan el sistema en las tres franjas horarias. Si el precio del pasaje por persona
es $2.200, /cudl es el ingreso promedio percibido por el sistema en cada franja horaria?
;,Cual es el promedio total de ingresos en las tres franjas?

La multinacional L realizara pruebas de producciéon para un nuevo producto de limpie-
za de ropa, del cual se tienen que fabricar 8.000 unidades de 3 tipos diferentes. La tota-
lidad de presupuesto destinado para la materia prima es 44 millones de pesos, los cuales
se dividen asi: para una unidad del producto con fragancia manzana se requiere una in-
version de 6.000 pesos, para una unidad del producto con fragancia lavanda se invierten
7.000 pesos y para una unidad del producto con fragancia limén se invierten 3.000 pesos.
La inversién de la mano de obra para su elaboracion es de 16.500.000 pesos y se dividen
asi: para una unidad de fragancia manzana 2.000 pesos, para una unidad de fragancia
lavanda es de 2.500 pesos y para una unidad de fragancia limén, 1.500 pesos. ;,Cuantas
unidades de cada producto de limpieza para ropa se pueden fabricar segtin la informa-
ci6n dada?

La empresa de productos de Odontologia Sonrisa Feliz desea invertir 8 millones de pe-
sos en materiales para la elaboracién de tres calidades de resina diferentes, para luego
ser vendidos a centros odontoldgicos. Tiene 3 opciones de proveedores para la importa-
cion: Estados Unidos, Alemania y Chile, para elaborar su resina. La materia prima de



EE. UU. genera una rentabilidad de 25%, la alemana 20% y la chilena 30%; la empresa
quiere ver reflejada una rentabilidad en el primer semestre de 2.100.000 pesos; por otro
lado, decide invertir 2 veces mas con la materia prima de EE. UU. que con la alemana.
;Cuanto debe invertir la empresa Sonrisa Feliz en producto de cada pais para la elabo-
racion de la resina?

5.5.4. Una empresa de muebles desea comprar sillas, para lo cual dispone de un presupuesto
anual de 9 millones de pesos. El proveedor le ofrece tres tipos de sillas: sillas de tipo es-
critorio, sillas para comedor y sillas para restaurante. La rentabilidad para las sillas de
tipo escritorio sera de 40% al aiio; las sillas para comedor, 30% y las sillas para restau-
rante 25%. La empresa quiere ver una utilidad reflejada de 3.1 millones de pesos. En el
primer afio decide invertir tres veces mas en sillas de tipo escritorio que en sillas para
restaurante. ;Cuanto debe invertir en cada una de las clases de sillas?

5.5.5. Un estudiante de ingenieria que cursé algebra lineal en la universidad obtuvo los siguien-
tes resultados: el duplo del primer corte mas 3 veces la nota del corte 2 menos el duplo
del corte 3 equivale a 6; por otro lado, el quintuple del corte 1 mas el doble del corte 2 ex-
cede en 7 al triplo del corte 3, y el triplo del corte 3 excede en 1/2 al doble de la suma del
corte uno y el dos. Con esta informacién encuentre qué nota obtuvo el estudiante en cada
uno de los tres cortes; ;puede deducir si el estudiante aprob6 algebra lineal si se conoce
que la nota de aprobacién son las superiores o iguales a 3.0 y que los tres cortes tienen
igual ponderacion?

5.5.6. Determine el polinomio p(z)= ax’+ bx + ¢ que satisfaga las condiciones:
p(1)=71)p(1)=7(1)y p'(1)=7(1), donde f(z)=2z’.

5.5.7. Encuentre la descomposicién en fracciones parciales que se sugiere:

r’=3z—3 _A, B , C
©’+2°+z x xtl (z+1Y)
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5.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Antes de abordar estas preguntas revise el desarrollo —12—2

tedrico presentado en su clase magistral 3. Tenga cla- 4 Sid= ( 3 3 ) y se sabe que 4 es una matriz
ridad sobre la regla de Cramer para resolver sistemas singular, entonces z es:

de ecuaciones, como determinar la inversa de una ma- A r=-3

triz haciendo uso de su adjunta. Algunas preguntas B. z=-1

estan orientadas a definiciones y al uso de propieda- C. z=1

des de la matriz inversa. D. z=3

r—3y+22=—3

., o 5) Setiene el sistema de ecuacionesy 5z + 6y = 13 +z
5.6.1. Preguntas de seleccion multiple de respuesta

oo dr+32=8+y
unica { -3 2 entonces el valor de y esta dado por:

1) Para la matriz A=[(4 0 —1| es correcto afir- é _63 f __133 _63 i
mar que: 52 -3 4 3 1 3 31
A [AM]==3 A Y=o By="r 33
B. |[A7|=+% 5 6 —1 5 6 —1
C. |A =% 4 -1 3 4 -1 3
D. |A7]=3 1 3 2 1 -3 2

. . . 5 =13 =i 5 13 =l

2) Si se tiene una matriz A tal que 4;, |A|=0 se 48 3 48 3
cumple que: C. Y= =3 91 D. Y=71 =3 21
A. A es invertible 5 6 1 5 6 —1
B. |4']=0 4 3 1 4 -1 3

C. A es singular
D. AT es invertible

5.6.2. Preguntas de seleccién multiple con multiple
respuesta.

3) Sea A una matriz cuadrada de orden 2. ;Puede En las siguientes preguntas:

ocurrir que 4 no sea invertible? En las siguientes preguntas:

A. Si, y la matriz debe ser necesariamente 0. Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.

B. Si, y solo ocurre si la matriz tiene una colum- Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.

na o fila de ceros. Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.

C. Si, y no es necesario que la matriz sea nula. Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

D. No, pues toda matriz tiene inversa Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.
. , .



6)

)

8)

9)

10)

Si se tiene un sistema de ecuaciones de la forma
matricial AX = By existe solucién entonces
1. A debe ser invertible

2. B debe ser invertible
3. X=A4"'B
4. X=4%
10 -1
Si1A=|0 3 —2|se cumple que:
00 —1
1. A no es una matriz singular
a1
2. |A|= 3
8, Azz =1
4. Ningtn elemento tiene cofactor O
Sea A=(2 '), s 1 ax=(")
ea A=|, | sl se cumple que =1 9
entonces:
-1 1
L3 )
2. Equivale al sistema 2y =—1 con X = (I
- 3r+y=2 y
3. r=+
4. y=—+
w=3yr 2p==3
Setiene el sistema de ecuaciones bz + 6y = 13 +z
dr+3z=8+y

entonces la forma matricial AX =B del sistema
implica que:

1. z=7

2. y=5

3. No tiene solucién pues A es singular

4. B es una matriz fila

k-3 2 A
SeaC—( ] kz_k_2>,51|0 |=-3
1. k=-3
2. k=1
3. k=2
4. k=3

12)

13)

S1 A ( 9 3) se cumple que:
- 1
1. |A |=—§
3 =l
2 ad](A)—(2 2)
3. |2(447)|=2
3 _1
- 8 8
4. A= 11
4 4
k4
Sea A =<_1 3—k>’ los valores de k que hacen
que A sea singular son:
1. k=—4
2. k=-1
3. k=1
4. k=4

En la central de Abastos de Bogot4, Colombia el
dia 17 de agosto de 2018 tres comerciantes de
aguacates compran las cantidades, en kilogra-
mos, indicadas en la siguiente tabla:

Lorena Hass Extra | Hass Primera
Comerciante A 10 30 20
Comerciante B 15 18 14
Comerciante C 10 20 20

El pago realizado por cada una de las compras

fue $210.000, $151.000, y $170.000 respectiva-

mente, asi se tiene que:

1. Cada kilo de aguacate Lorena cuesta $2.500.

2. Cada kilo de aguacate Hass extra cuesta
$4.000.

3. Cada kilo de aguacate Hass de primera cues-
ta $3.500.

4. Cada kilo de aguacate Lorena cuesta $3.000.
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5.7. Recursos informaticos recomendados

5.7.1.

. Wolfram Alpha: Las sintaxis inv{{au,aw, s, ...au}, {@n, @, au, .. .0},

Recursos de calculo online

Symbolab: En https://es.symbolab.com/solver/matrix-inverse-calculator/inverse esta la
posibilidad de calcular la inversa de una matriz hasta de orden 7 usando el método de los
cofactores. Ademas, otras sintaxis permiten evaluarla por diversos métodos que le pue-
den servir si desea profundizar en el tema. Asi, puede usar el comando invers, o digitar

en la barra de entrada para calcular la inversa de una matriz.

Recuerde que usted debe ser capaz de realizar los calculos de manera manual cuando
menos hasta matrices de orden 3; el software le sera util para verificar sus respuestas.
Ahora bien, para matrices de orden superior el software resulta tutil para evitar calcu-

los rutinarios.

De otra parte, la sintaxis adj|:: i | permite evaluar la adjunta de una matriz. Esto

puede ser igualmente util para verificar algunos pasos intermedios. Sin embargo, re-
cuerde que Symbolab le permite evaluar paso a paso los procesos de calculo.

im){{an, A2, 3y .. -a/ln}, {CL21, A2, U3y .« -azn}, {azsl, 32, A33,y . . -Clsn}. .
1

{an17 Un2y A3y - -ann}, {Cl;n, A32,A33y .« .stn}, {an17 A2y A3y -« ~a/7m} e ,}
permiten determinar la inversa de una matriz. Entrega otros potentes elementos de la
matriz que ya se han empleado, como el determinante y otros como los valores, el polino-
mio caracteristico y los valores propios de la matriz que se abordaran posteriormente en

el curso.

. On Line MSchool: El enlace http://es.onlinemschool.com/math/assistance/matrix/inver-

se/ lleva a un entorno que permite calcular la inversa de una matriz hasta de orden 7. Lo
interesante es que lo hace por un método que no es el visto en el curso por las limitantes
de tiempo, pero que puede ser estudiado por quienes estén interesados en ampliar sus co-
nocimientos y adquirir habilidades en el uso de diversos métodos de calculo.



4.

Matsfacil: En https://www.matesfacil.com/matrices/resueltos-matrices-inversa-adjunta.html
usted encontrara 9 ejercicios basicos de inversa de determinantes. Intente resolverlos an-

tes de recurrir a las soluciones. El ejercicio 7 involucra una matriz con entradas complejas.

5.7.2. Algunos videos de apoyo

1.

Sistema de ecuaciones lineales (Solucién de problemas) Método de Cramer https://www.
youtube.com/watch?v=hktEjviDPjE (13:30)

. Sistemas de ecuaciones lineales (Problema de aplicacién) Métodos basicos (Eliminacién)

https://www.youtube.com/watch?v=thdUsRm1uPw (12:00)

Determinacién de un polinomio desde un conjunto de condiciones (Sistemas de ecuacio-
nes lineales) https://www.youtube.com/watch?v=tk UVK{fJivls (8:55)

Sistema de ecuaciones lineales - Método de la matriz inversa https://www.youtube.com/
watch?v=xIVT7GY1Gzg (13:49)

Tipos de soluciones en sistemas de ecuaciones lineales https://www.youtube.com/wat-
ch?v=ZHBjsUIN20w (9:14)

Seccion 3: Regla de Cramer y Matriz Inversa I
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ELIMINACION DE GAUSSY
ELIMINACION DE GAUSS-JORDAN

6.1 Introduccion

En esta seccién estudiaremos desde situaciones problema y ejercicios relacionados con los dos
métodos de eliminacién: la eliminacion de Gauss (o gaussiana) y la eliminacion de Gauss-Jordan.
Estos dos métodos de solucion de sistemas de ecuaciones lineales son muy versatiles y los pue-
de aplicar en cualquier caso que se le presente. Recuerde que cualquier sistema arbitrario de m
ecuaciones lineales con n incégnitas puede presentar las siguientes posibilidades:

1. El sistema no tiene solucién, se dice que es inconsistente.

2. El sistema tiene unica solucién, se dice que es consistente.

3. El sistema tiene infinitas soluciones, se dice que es dependiente.

Los dos métodos de eliminacion proveen solucién a las posibilidades que acabamos de men-
cionar. Entre estos sistemas se encuentran los sistemas lineales cuadrados con determinante de
la matriz de coeficientes igual a cero o diferente de cero y, por tanto, los puede abordar con estas
herramientas. Igual que en las secciones anteriores, la eleccion de la herramienta se hace para
cada sistema y se basa en la eficiencia de la obtencién de la solucién cuantitativa. En la Figura
4 se resumieron los casos en que se pueden implementar los métodos de solucién de los sistemas
de ecuaciones lineales.
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6.2. Objetivos de informacion

+ Afianzar la reduccién por filas.

+ Aplicar las eliminaciones para resolver situaciones problema cuyos sistemas de ecua-
ciones sean inconsistentes o dependientes.

* Resolver situaciones problema que tienen infinitas soluciones.

6.3. Ejemplos resueltos

6.3.1. Primer ejemplo. Conceptual. Considere la familia de sistemas de ecuaciones lineales

{ax N Zy _ dondeayb sonnimeros reales (pardmetros) variando en el intervalo [—10,10].

Con ayuda de software y de la reduccion por filas, encuentre: los valores de a y b para
los que el sistema tiene solucién Unica, infinitas soluciones o es inconsistente.

Solucion:
Para tener una ayuda visual se sugiere el uso de Geogebra®. Para lograr un analisis
grafico adecuado escriba cada ecuacién en su forma comun, y = mx + b. Luego, cree des-
lizadores para a y b, dentro del intervalo definido para ellos, que le permitan percibir
las propiedades geométricas de algunos miembros de la familia dada. Establezca con-
jeturas! dirigidas a contestar las preguntas.

1|1
a4 |b

11 |1\
0 at+4|b—a)

La matriz aumentada es ( ) Asi, —aFl+F - F},(

1 La Real Academia de la Lengua Espafiola define conjeturar como formar juicio de algo por indicios u observaciones (Real
Académica de la Lengua Espanola, 2018).



1 1 -1, 1 .
F - F b—a|; note que para este paso a#—4. Finalmente,
at+477 770 1 a+4)
10 b+4
at4
Lh+EK -5 01lb—a
at4

Figura 7. Graficas con deslizadores para sistema de ecuaciones.

—

a:
3 C

2 L

-2-10/1234 6 7 8 9 10

7

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Classic 5.0®

La matriz escalonada reducida estd indicando que el sistema es inconsistente
cuando a=—4 y b#—4 (las rectas son paralelas), también dice que si a=b=—4, el sis-
tema es dependiente (las rectas comparten todos los puntos). Cuando a#—4 y b#—4,

el sistema tiene solucién unica.

6.3.2. Segundo ejemplo. Modelacién. Para una obra civil, un ingeniero contratista dispone de
15.000 horas-hombre de mano de obra para los proyectos: reparacion del puente alto, pa-
vimento del sector C de la autopista y adecuacién de la acera nimero 25 que responde
a la accién popular. Las horas-hombre de los tres proyectos han sido tasadas en $8.000,
$10.000 y $12.000, respectivamente, y el presupuesto total es $53.000.000. La reparacion
del puente alto requiere un nimero de horas-hombre igual a la suma de las horas-hom-
bre requeridas para los proyectos de pavimento del sector C de la autopista y adecuacion
de la acera numero 25. Organice la mano de obra para los proyectos, es decir, calcule el

numero de horas-hombre para cada proyecto.

Seccioén 4: Eliminacion de Gauss y eliminacion de Gauss-Jordan I
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Solucion:
Paso 1: Discusion del problema.

Para llevar a cabo los tres proyectos se requiere destinar horas-hombre que pueda
desarrollarlos. Como los proyectos tienen diferente nivel de dificultad, las horas-hom-
bre requeridas tienen diferentes costos que deben ser cubiertos con el presupuesto
total. La reparacién del puente alto toma mas tiempo que los otros proyectos; inclu-
so toma un tiempo igual a los otros dos sumados. Hay que encontrar cuantas ho-
ras-hombre se deben destinar a cada proyecto.

Paso 2: Definicién de las incégnitas presentes en el modelo.
x; = Numero de horas—hombre que se requieren para el proyecto %,
1=1 (reparacion del puente alto),2 (pavimento del sector C de la autopista) y
3 (adecuacion de la acera numero 25).

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema.
Total de horas-hombre 1+ 2+ 2 = 15.000
Presupuesto total 8.0002; + 10.000z, + 12.000z; = 53.000.000

Requerimientos por tamafio de obra =z =z +z;

Paso 4: Condiciones técnicas.

Como las incégnitas corresponden a nimero de horas, se pueden emplear nime-
ros positivos. Aunque cero es un valor plausible, en este caso no se incluira porque
todos los proyectos deben cubrirse. Las fracciones de hora también son entendibles.
€ R" parat=1,2y 3.

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema.
El sistema se resolvera por el método de eliminaciéon gaussiana.

Paso 6: Resuelva el sistema.



1+ 2+ 25 = 15.000
El sistema es 18.000x; + 10.000z, + 12.000z; = 53.000.000. La segunda ecuacién puede
o—x—x=0

ser multiplicada por el escalar j;; para mejorar el cadlculo que debemos hacer.

11 1 |15.000
La matriz aumentada correspondiente es [8 10 12 |{53.000|. De modo que la re-

1 -1 -1 0
duccidn por filas es

1 1 1| 15.000 11 1 15.000
~8F+F—~F,~FR—Fl0 2 4|-67000;+R-Rl01 2 |-33500
0 —2 —2[—15.000 0 —2 —2|—15.000

11 1] 15.000 11 1] 15.000

2B+ F, — F3[0 1 2{—33.500|; 2F; — F3|10 1 2|—33.500

0 0 2[—82.000 00 1{—41.000

Paso 7: Validacién de la solucidn.

Al observar la matriz de coeficientes, ya se encuentra escalonada. Cuando se in-
terpreta la Gltima fila de la matriz aumentada se observa que 2;=—41.000. Esto indi-
ca que el sistema tiene solucién, pero el modelo no.

Paso 8: Solucién al modelo.

El modelo no tiene solucidon, aunque el sistema si. Las limitaciones del problema
deben ser revisadas como lo sugiere la Figura 1 porque alguno de estos datos no se
recolect6 correctamente. Puede ser que los proyectos consumen mas horas de las que
se tienen pensadas o que los costos de las horas-hombre exceden lo presupuestado
(presupuesto insuficiente).

6.3.3. Tercer ejemplo. Modelacién. La Figura 8 representa el diagrama del flujo de trafico de una
malla vial en donde las calles tienen un solo sentido marcado por las flechas. Las intersec-
ciones estan marcadas con letras mayusculas. Los vehiculos no se pueden quedar estaciona-
dos en las intersecciones, es decir, los vehiculos que entran a las intersecciones deben salir.
x_1 esta representando el nimero de vehiculos que circulan por hora por la calle i. Encuentre
un sistema de ecuaciones que describa el diagrama del flujo de trafico de la malla vial de la
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Figura 8 para encontrar la cantidad de vehiculos que puede circular por hora en cada una de

las calles. Posteriormente, organice dicho flujo de forma tal que impacte lo menos posible a

los usuarios de estas calles, esto implica hacer la menor cantidad de cambios posibles.

Figura 8. Mapa vial.

180

A x1
270 - g - 270
A B
A
Xy X3
180 c Ix: 5 >130
A

180
270

Fuente: Elaboracién propia.

Solucion:

Paso 1: Discusién del problema:

Esta situacién problema esta indicando que hay cuatro intersecciones que estan mar-
cadas con A, B, C y D. La premisa que rige este problema se basa en que ningun vehi-
culo se puede quedar estacionado en las intersecciones y, por tanto, todo vehiculo que
entra debe salir. Las flechas senalan el sentido en que pueden circular los vehiculos
y todas las vias son de sentido tinico. Hay que encontrar cuantos vehiculos pasan por
hora en cada una de las vias, con las condiciones de que, si los valores encontrados son
negativos, ello indicara que se requiere cambiar de sentido la via y si el valor es cero,
esto implicara que la via debe ser cerrada. Hay que evitar hacer muchos cambios en
los sentidos de las calles o en cerrar algunas, porque esto afecta mucho a los usuarios.

Paso 2: Definicién de las incégnitas presentes en el modelo.
z; = Numero de vehiculos que circulan por hora en la calle 7,i=1,2,3 y 4.



Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema.

Las restricciones estan dadas por la imposibilidad de estacionarse en las intersec-
ciones, lo cual se traduce en cuatro restricciones, una por cada interseccion. Los ve-
hiculos que entran deben salir.

Interseccion Az, +x, =270+ 270
Intersecciéon B 180+ 270 =z, +
Interseccion C 180 + 270 = x, + z,
Interseccion D 3+, = 180 + 180

Paso 4: Condiciones técnicas:

Las incégnitas toman valores enteros positivos para representar los nimeros de ve-
hiculos por hora que circulan en el sentido original de la via, nimeros enteros negati-
vos si la calle debe cambiar de sentido y cero si por la calle no circula ningin vehiculo.
€7 parai=1,2,3y 4.

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema.
Se empleara el método de eliminacién de Gauss-Jordan porque es un sistema de

cuatro ecuaciones lineales con cuatro incognitas.

Paso 6: Resuelva el sistema.

El planteamiento que se hizo debe ser modificado para que se convierta en el sis-
tema estandar por resolver (las incégnitas en un solo lado de la ecuacién y los térmi-
nos independientes en el otro lado), asi que el sistema es:

o+ 2 = 540 11 0 0540
2+ x; =450 . 1 01 0]450
y su matriz aumentada queda como .
2+ 2 =450 01 0 1]450
x5+ s = 360 001 1]360

Seccioén 4: Eliminacion de Gauss y eliminacion de Gauss-Jordan I
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La matriz escalonada reducida es:

100 -1 90
010 1 450
001 1|360'
000 0 O

Esta matriz refleja que el sistema tiene infinitas soluciones y todas dependen de
un parametro, el valor de z,, asi las soluciones hacen parte de una familia monopa-
ramétrica que se escribe de forma general como:

3= 360—t

z,=t dondete€ R

Paso 7: Validacién de la solucion:

Al sustituir las incognitas en las ecuaciones se satisfacen las igualdades. Los valores
que debe tomar ¢ deben ser apropiados para que las incognitas sean valores enteros, es
decir, ¢ no podria tomar un valor como —0,57 (en el sistema si, pero en el modelo no).

Paso 8: Solucién al modelo:

El sistema tiene infinitas soluciones y el modelo también, pero de todas ellas de-
bemos elegir alguna que cause la menor cantidad de contratiempos a los usuarios de
esta malla vial. Debemos evitar cambiar de sentido o cerrar vias, por lo que el valor
de t debe ser un entero menor que 360 y que 450; esta expresion es t € (0,360)N Z.
Usted puede elegir, por ejemplo, t = 300, asi todas las vias le quedan activas y no tie-

ne que cambiar de sentido ninguna,
xr = 390, Tyo— 150, I3= 60 Yy 4= 300.

Esta solucién satisface los requerimientos mencionados; sin embargo, es suscepti-
ble de mejoria porque la via z; quedd con un flujo vehicular alto, lo que puede impac-
tar en el estado de la via. Si pasan muchos camiones, buses y autos y la via no esta



preparada para ello, se deteriora rapidamente. Por otro lado, la via z; quedd subuti-
lizada ya que solo circulan 60 vehiculos por ella. Es su oportunidad de idear una so-
luciéon mas adecuada.

—e'+2'=1

6.3.4. Cuarto ejemplo. Aplicacién. Resuelva el sistema {3 o gt .
e’ —4e’ =

Solucién:
Este sistema no es lineal; no obstante, las técnicas de solucién de los sistemas linea-
les permiten encontrar la solucién después de hacer una sustitucion (ver la Figura 9).

Figura 9. Grafica de las curvas del sistema no lineal.

Seccioén 4: Eliminacion de Gauss y eliminacion de Gauss-Jordan I
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Fuente: Elaboracién propia.

. . —u+2v=1
Las sustituciones u=¢e*y v=¢’ hacen que el sistema luzca como { 35_ 4;]: K Como
es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, no se requieren méto-
dos sofisticados para su solucién. Al resolver por igualacién se obtiene que u=3y v
=2. Esto se traduce en que e=3y e=2. Al aplicar f(z)=Inz y ¢(y)=Iny, se encuentra
que z=1In3 y y=In2.
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6.4. Ejercicios guiados

6.4.1. Primer ejemplo. Solucién de problemas. Se registraron las siguientes compras en una dis-
tribuidora de dulces al menudeo: el primer cliente pagd $6.550 por 2 caramelos, 3 gomas
de mascar y 5 bombones; el segundo cliente pagd $5.200 por 5 caramelos, 2 gomas de mas-
car y 3 bombones; y el tercer cliente pagd $5.100 por 3 caramelos, 4 gomas de mascar y 2
bombones. /Qué precio tiene cada caramelo, cada goma de mascar y cada bombén cuan-

do se compran al menudeo?

Paso 1: Discusién del problema. Se ha considerado este problema muy sencillo para ofre-
cer orientacién en la interpretacion del problema y en la organizacion de la informacion.
En ocasiones se puede formular una tabla como la que se muestra a continuacion.

Productos/Clientes Cliente 1 Cliente 2 Cliente 3
Caramelos 2 5 3
Gomas de mascar 3 2 4
Bombones 5 3 2
Pago total 6.550 5.200 5.100

Para finalizar la discusién del problema, escriba qué significa “al menudeo” en el proce-

so de distribucién de dulces.

............................................................................................................................

Paso 2: Definicién de las incégnitas presentes en el modelo. Reinterpretando la pregunta
puede obtener la descripcidon de las incégnitas. No olvide usar notacion precisa.

........................................................................................................................



6.4.2.

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema. Observe que la tabla para este proble-
ma no coincide con la matriz del sistema. Para escribir las ecuaciones correspondientes
al pago de cada cliente debe usar las columnas de la tabla.

© 0666660066606 066600606000 080 6000060000006 000066000060600000000000000000000000600000000600600000600000600000000sssssscssssssnss

Paso 4: Condiciones técnicas. Las incégnitas tienen que ver con dinero y, por tanto, de-
ben tener condiciones para que puedan interpretarse los valores cuantitativos.

© 66 660060000008 0060 608006060600 060060660606060066060600000606060060060000006006060006000600060006000600s060s000s0ssossscssessscssnssosssosses

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema. Como esta seccion es sobre
los métodos de eliminacién, por favor use esos métodos para resolver este sistema y asi
practicar lo estudiado.

Paso 6: Resuelva el sistema (o el objeto matematico que represente la situacion).

Paso 7: Validacién de la solucion. Verifique si ejecutd bien el algoritmo de eliminacién y si
los valores encontrados corresponden a la imagen mental del problema que logré en el paso 1.

Paso 8: Solucion al modelo. Redacte una respuesta en forma de oracién (no solo los valo-
res cuantitativos) y que conteste: ;qué precio tiene cada caramelo, cada goma de mascar
y cada bombdén cuando se compran al menudeo?

© 66 6 6006000000006 6 0000600660600 060060666006066000606060606060060600000006006006000606000600060006000600s060s06sscssosscssossssssosssosssosscs

. . . . . xl + sz - xd = 1 .
Segundo ejemplo. Tedrico. Dado el sistema de ecuaciones lineales, I+, =7 apli-

que el método de eliminacién de Gauss-Jordan para hallar la solucién general.
Para iniciar la solucién considere la Figura 10 en la que aparece la interseccién de los

dos planos del sistema. Esto da la idea de una solucién general con infinitos puntos. El
ejercicio indaga por la representacién general de ellos.
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Figura 10. Interseccion de planos.

Fuente: Elaboracién propia.

Ahora, cuente cuantas incognitas tiene y cuantas ecuaciones tiene el sistema. ;/Qué ob-
servaciones puede hacer?

Plantee el sistema matricial equivalente para resolver por el método de eliminacién de
Gauss-Jordan (matriz aumentada).

Aplique las operaciones basicas entre filas para escalonar y reducir la matriz de
coeficientes.

© 6 6660060000860 0060000866600 0680866000 00060086800006080080000000060000000006000000600060060000000600600000000000000sssssssssssssssss

Para hallar la solucién general, debe parametrizar. Esto implica tomar la tercera incégni-
ta, que ahora sera el parametro, y expresar las otras dos incégnitas en términos de esta.

© 6 6 600 006000600088 00 0000080000000 080000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 000



6.5.

Una vez obtenida la soluciéon general, asigne un valor al parametro y con este halle una
solucidén particular del sistema.

10 —-11(—-34
012 7
triz es x; quien se vuelve paramétrica, por lo que z; =11t —34; 2. =—2t+7 ; 2=t con t € R.

(Obtuvo la matriz escalonada reducida ( )? En la interpretacién de esta ma-

Cerciorese de haber obtenido esto como solucién general.

Ejercicios propuestos

3.5.1.

Una fabrica de camisetas publicitarias utiliza tres tipos de opciones para el cliente: ca-
miseta polo, camisa manga corta y camisa manga larga. Cada camiseta polo necesita 2
minutos para el estampado, para el pegado 5 minutos y para el bordado 3 minutos; para
cada camisa manga corta se requieren 3 minutos para el estampado, 4 minutos para el
pegado y 4 minutos para el bordado, y para cada camisa manga larga se requieren 5 mi-
nutos para el estampado, 6 minutos el pegado y 4 minutos para el bordado. Si la planta
de estampado esta disponible 11 horas diarias, la planta de pegado 18 horas y la planta
de bordado 13 horas, /cuantas camisas y camisetas de cada estilo se pueden producir por
dia de modo que las plantas se aprovechen a toda su capacidad?

6.5.2. Un cliente de una empresa de corretaje entrega un capital de $117.000.000 para invertir-

lo en dos portafolios, el moderado y el de alto riesgo. El primer portafolio ofrece una ren-
tabilidad de 7% anual y el segundo una rentabilidad de 16%. El cliente espera tener al
final de afio un rendimiento total de $650.000. Para satisfacer la expectativa del cliente,
jcuanto debe invertir la empresa en cada portafolio?

Seccioén 4: Eliminacion de Gauss y eliminacion de Gauss-Jordan I
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6.5.3.

6.5.4.

6.5.5.

6.5.6.

6.5.7. Dado el sistema de ecuaciones lineales, {

Una productora de alimentos produce 3 tipos de hojaldres: con bocadillo, con queso, con
arequipe. Los 3 son horneados en diferentes maquinas (A, B y C). Los 3 tipos de hojaldres
requieren las siguientes horas por horno:

Horno A Horno B Horno C
Bocadillo 2 1,5 2
Queso 1 1 1,5
Arequipe 1 2 2

El horno A tiene 295 horas disponibles de coccidén al mes, el horno B 355 horas por mes, y

el horno C 435 horas por mes. ;Cuantos hojaldres deben producirse para emplear las ho-

ras disponibles al mes en los hornos?

oo tAr -, =—1
To— 23+ 4z = 3
20+ 2+ 31 =2

Dado el sistema de ecuaciones lineales , aplique el método de Gauss-

Jordan para hallar la soluciéon general.

ntax,tx;=1
Dado el sistema de ecuaciones; {az, +z,+(a — 1)z = a, condicione el valor de a, si es posi-
ble para que: ntmtr=a+1
a. El sistema tenga unica solucién.
b. El sistema no tenga solucién.

c. El sistema tenga infinitas soluciones.

3ax, — 2z, = 10
31— 2ax, =— 10"
a. El sistema tenga tnica solucion.

condicione a, si es posible para que:

b. El sistema no tenga solucién.
c. El sistema tenga infinitas soluciones.



6.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Antes de tratar estas preguntas elabore un mapa conceptual alrededor de los objetos tratados en su clase ma-

gistral 4. Tenga presente las definiciones y procesos relacionados con los tipos de solucién de sistemas de ecua-

ciones lineales y los métodos de soluciéon mediante la matriz escalonada y la escalonada reducida.

6.6.1.

1

2)

3)

respuesta

ontr=3

Se tiene el sistema {xl = 8)g = a’

afirmar que tiene infinitas soluciones si

A a=-3

B. a#3
C. a=-3
D. a=3

ar+(a—1)z, =3

El sistema { 2az, — 3am = 2

nes si

A. a#0

B. a= *%

C. a=%

D. a=2

Para el sistema {?gﬁl__ls)gj;;;z:g tiene solu-
cién (x, 1) = (*%%) si
A a=1

B. a=-1

C. a=2

D. a=-2

Preguntas de seleccion multiple con unica 4) La matriz aumentada (

se puede

5) La

, no tiene solucio-

-1 2—k|2
3 3 0
llevada a la forma escalonada reducida si:
A k=-3

B. k=2

C. k+2

D. k=3

>puede ser

matriz aumentada para el sistema
r—3y=—3—2z

Sx+6y=13+z es

dr+3z2=8+y

=8 =3|=2

6 13| 1

3 8|1

-3 2| 3
6 —1|—13

A.

= O = s O = U1 s O
w
o

Seccioén 4: Eliminacion de Gauss y eliminacion de Gauss-Jordan I
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6.6.2. Preguntas de selecciéon multiple con multiple

6)

7)

8)

respuesta

En las siguientes preguntas:

Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.

Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.

Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.

Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.
1183 110

Dadas A=|0 012 |y B=|0 1 0|entonces:

0000 000

. A es escalonada.

B es escalonada.

. A es invertible.

= 89 e =

4. B es invertible.

10 -1|3

Si A=|0 3 —2|2| representa la matriz aumen-
00 —1]1

tada de un sistema 3x3 se cumple que:

1. El sistema no tiene solucién.

2. El sistema tiene una solucidn.

3. Es posible llevarla a escalonada reducida.

4

. El sistema tiene infinitas soluciones si z,=¢

2 1 2-1|2
La matriz A=|2 —3 1 1 |0 representa un sis-
0 0 12]3

tema con incégnitas x,y,z,w debidamente ordena-
do, entonces:

1. Tiene solucion tnica.

2. Se emplea un parametro.

3. Siw=t entonces z=3+2(

4. Siw=t entonces y=t7%

z—3y+2z2=—3
9) Setieneel sistema de ecuaciones |5z + 6y =13 +z

1. z=-2 dr+32=8+y
2. y=-5H
3. z2=7
4. x=2

10) En la central de abastos de Bogota, el dia 17 de
agosto de 2018 tres comerciantes de aguacates
compran las cantidades, en kilogramos, indica-
das en la siguiente tabla:

Lorena Hass Extra | Hass Primera
Comerciante A 10 30 20
Comerciante B 15 45 30
Comerciante C 10 20 20

Los pagos realizados por ellos fueron $210.000, $151.000,
y $170.000, respectivamente, asi se tiene que:

1. La matriz aumentada del sistema es:

10 15 10]210.000
30 45 20|151.000
20 30 20]170.000

2. El sistema no tiene solucion.

3. El sistema tiene solucién si el precio por kg.
del aguacate Lorena es $2.000.

4. La matriz aumentada del sistema es equiva-
lente a:

1 3 2|21.000
3 9 6/30.200
1 2 2]17.000



6.7. Recursos informaticos recomendados

6.7.1 Recursos de calculo online

1. Symbolab: Permite en https://es.symbolab.com/solver/matrix-row-echelon-calculator y
https://es.symbolab.com/solver/matrix-gauss-jordan-calculator respectivamente, calcu-
lar la matriz escalonada (matrice escalonada) y hallar la forma escalonada reducida de
una matriz por Gauss-Jordan (gauss jordan).

2. Unice.fr: Una comunidad académica francesa disefié un programa que permite digitar
las ecuaciones de manera usual (desde el teclado) introduciendo una ecuacién por li-
nea. Tiene la potencialidad de trabajar sistemas de m ecuaciones con n incégnitas, e in-
cluso permite trabajar con coeficientes que no sean constantes sino parametros. Como
desventaja esta que no muestra los pasos de solucién y solo entrega la solucién de este;
disponible en el enlace:
http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi?session=AE2A63EABB.1&lang=es&cmd=reply &-
module=to
Posee tres métodos de ingreso del sistema: método integral (escribir las ecuaciones di-
rectamente), método matricial (introducir la matriz de coeficientes y la columna de
constantes), método individual (escribir los coeficientes uno a uno), lo cual es intere-
sante pues permite ver los diferentes sistemas de representacién y manipulacion del
sistema.

3. On Line MSchool: En el enlace http://es.onlinemschool.com/math/assistance/equation/
gaus/ se puede resolver sistemas de n ecuaciones con n incégnitas hasta n=6 por el mé-
todo de reduccion de Gauss-Jordan, mostrando los pasos de calculo.

4. Matsfacil: En https://www.matesfacil.com/matrices/resueltos-matrices-SEL-GAUSS.
html usted encontrara 10 ejercicios basicos de solucién de sistemas de ecuaciones linea-
les por Gauss-Jordan. Intente resolverlos antes de recurrir a las soluciones presenta-
das. El ejercicio 10 involucra una matriz con entradas complejas para quienes desean
ampliar su campo de conocimiento.

5. La calculadora online https://matrix.reshish.com/es/gauss-jordanElimination.php re-
duce por filas matrices devolviendo el resultado en los términos estudiados en el curso:

solucidn tnica, sistema inconsistente o infinitas soluciones.

Seccioén 4: Eliminacion de Gauss y eliminacion de Gauss-Jordan I
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6.7.2. Algunos videos de apoyo

1. Deteccién de casos de los sistemas de ecuaciones lineales mediante eliminacién de
Gauss-Jordan https://youtu.be/yleNYpkdUpQ (6:48)

2. Descomposicion en fracciones parciales https://youtu.be/1y3wyc22160 (8:24)

3. Asignacién de mano de obra https://youtu.be/qQWPo8q9Zow (10:00)

4. Sistema de ecuaciones lineales (Solucién general) https://www.youtube.com/watch?-
v=sz3T5zwcv3k (5:58)

5. Solucion de sistema de ecuaciones lineales por matriz aumentada (Gauss-Jordan)
https://www.youtube.com/watch?v=PpsBrpmxxWY (14:37)

6. Reduccion método de Gauss-Jordan https://youtu.be/9ZInsFYuG3U (13:19)



PRIMERA AUTOEVALUACION

PREGUNTAS DE SELECCION MULTIPLE CON MULTIPLE RESPUESTA

En las siguientes preguntas:

Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

1) Para A= (ay)s«s tal que |A|=—2 es cierto que

1|4t =—%
2. |-44'A7|=2
3. |44'|=—16
4. |64|=12

2) Los valores de a para los cuales el sistema

owxt+tytz=1

z+ay+2z =1 no tiene Unica soluciéon son
ztytaz=1

1. a=3

2. a=1

3. a=0

4. a=—-2

3) Dos soluciones no triviales para el sistema ho-

4 2
mogéneo (A— L)z =0 donde A = <3 3> son:

PREGUNTAS DE SELECCION MULTIPLE CON
UNICA RESPUESTA

4) El polinomio cuadratico p(z)=az’+bxr+c que

satisface las condiciones p(0)=—1, p(1)=2 y
p(2)=3 es:

Sa®m»

pz)=x"+2r—1
plz)=2"—42—1
plz)=—z+4r—1
plz)=—2"+22+3

5) Sila matriz escalonada reducida para algun sis-

1023

temaes|0 1 5]0|se puede decir que el sistema:

000 3 95
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A. tiene solucién z=3,y=1,2=0.

B. es inconsistente.
C. tiene solucién =2,y =5,2=0
D. tiene infinitas soluciones.

o

a’ b c

a b c|esigual a:

1 11

A. abc

B. (a—b—c)

C. (a—byf(a—cy(b—cy
D. (a—b)a—c)b—c)

TABLA DE RESPUESTAS

A|B|C|D]|E

)

8)

PREGUNTAS ABIERTAS

Determine la intensidad de la corriente en cada
red de circuito, sabiendo que en las redes 1, 2 y
3 de un circuito las relaciones son las siguientes:

L+L+L=2
L—L+4L=0
—I+4L,=9

En donde I, e I, corresponden a las intensida-
des de las corrientes por cada una de las redes.
Encuentre la intensidad de la corriente medida
en amperios en las redes 1, 2, y 3 del circuito.

Determine la descomposicién en fracciones par-
ciales correspondiente a la forma dada

3x—9 A B

915 -5 " 2+3




VECTORES EN R*Y R’
OPERACIONES Y PROPIEDADES

8.1 Introduccion

La seccién dedicada a los vectores en R* y en R* aborda las operaciones basicas y las propieda-
des de estas. Puede considerar los n-vectores fila como matrices con n columnas y una sola fila
(1 Xn), también puede pensar en los n-vectores columna como matrices con n filas y una sola co-
lumna (n X 1) y, por tanto, las operaciones entre matrices y sus propiedades son aplicables en
este contexto, con la ventaja de poder visualizar el efecto de las operaciones mediante graficas.
Por ejemplo, puede observarse lo que ocurre al multiplicar un escalar no nulo por un vector y
el efecto que esto tiene sobre la norma y sobre la direccién del vector. Para notar los vectores se

usara negrilla.

8.2 Objetivos de informacion

+ Aplicar las definiciones de las operaciones basicas entre vectores e interpretar geomé-
tricamente los resultados.

+ Analizar situaciones problema cuya base esta en las operaciones basicas entre vectores.

+ Emplear las diferentes representaciones de los vectores de acuerdo con los requeri-
mientos de las situaciones problema.
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8.3. Ejemplos resueltos

8.3.1. Primer ejemplo. Conceptual. Con los vectores w ={—1,3),v ={0, — 2), encuentre e interprete:

1
2
3.
4
5

Luto
. 3u

—20

1

el

Tw

L (1%

Solucion:
Ejercicios de este tipo indagan por la capacidad de calculo; no obstante, resulta in-

teresante acompanarlos de una expresion verbal que explique lo que significa el re-
sultado obtenido, y en lo posible, de una grafica. La verbalizacién y las imagenes

ayudan al entendimiento de los conceptos. La Figura 11 muestra las graficas de los

vectores resultantes, excepto el de la norma porque este es un niimero y no un vector.

a.

b.

w+v=(=1+0,3—2)=(—1,1). El vector resultante es la diagonal del paralelogra-
mo que tiene como lados los vectores adyacentes v y v.
3u=(3(—1),3x3)=(-3,9). El vector resultante esta en la misma direccién de u y
mide el triple de lo que mide u.

—20=(—=2%0,(—2) X (—2))=(0,4). El vector obtenido est4 en direccién opuesta a
la de v y mide el doble de lo que mide .

lw|=/(=1F+3*= /10 =~ 3,1622. El valor calculado es la norma de u, es decir, la
magnitud o la longitud de u.

mu =ﬁ<—1,3>=<;—110,%>. El vector encontrado se llama la normalizacién de
u y es un vector que se encuentra en la misma direcciéon de v y que es unita-
rio, es decir, que mide 1. Note que |« | > 1, entonces la normalizacién hara una

contraccién.



Figura 11. Graficas de las operaciones entre vectores.
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Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

8.3.2. Segundo ejemplo. Aplicacién. Encuentre y represente un vector unitario paralelo? a la grafi-
cade f(z)= vy9—2" en el punto (2,5) (adaptacién de (Larson & Edwards, 2010, pag. 772)).

Solucion:

El ejercicio esta pidiendo un vector que tenga norma 1y que se encuentre sobre la rec-
ta tangente a f en el punto de tangencia (2,v/5). Para lograr el vector hay que calcular la
recta tangente cuando z = 2, en seguida se intersecara esta recta con la circunferencia
unitaria (de radio 1 y centrada en el punto de tangencia) (z—2f+(y— v5 )2 =1. Esta
circunferencia actuara como un compas que ayudard a medir el vector para que sea
unitario con punto inicial en (2,+/5), el punto final estara en la interseccion de la rec-
ta tangente y la circunferencia. Para el vector normal se usara la misma circunferen-
cia, pero la recta empleada sera la recta normal, esto es, la perpendicular a la recta
tangente en el punto dado.

2 Este es un ejercicio tipico de aplicacién de vectores. En ocasiones preguntan por el vector unitario normal haciendo referencia a
un vector que tiene norma 1y que se encuentra sobre la recta normal, esto es, sobre la recta perpendicular a la recta tangente
en el punto dado. Para el resto se procede de forma similar a la expuesta aca.

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I
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Dicho esto, la recta tangente a f(z)= v9—2" en el punto (2,v5) es y= 725—§x+¥ 0
aproximadamente y =— 0,89z +4,02. Ahora, al trazar (z—2) + (y -5 )2 =1, aparece

el sistema no lineal

_-2/5 95
Y= 5 x+ 5
(z=2f+(y—V5) =1

4 882) y ofa8 352,

que se puede resolver por sustitucién y se encuentran B( 3

Finalmente se traza uno de los vectores que tiene punto inicial en (2,+/5) y punto fi-
nal en B. La Figura 12 es la representacion final de los pasos de calculo. El vector es

W donde P(27‘/5) y Q(%, 3\/§+2 )

Figura 12. Representacién de un vector unitario paralelo a la grafica de una funcién.

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

8.3.3. Tercer ejemplo. Algoritmico. Dados los vectores v =(1,—3,4),v =(1,0,2) y w=¢(5,1,3) en-
cuentre un vector z € R* —u+0v—3w+2z=0.

Solucion:

Este ejercicio contiene una ecuacién que indaga por un vector de tres componentes
z = (z,2,23), por lo que hay que encontrar un vector que sea apropiado de modo que la
expresion de la izquierda sea igual al vector cero de tres componentes.



—utv—3w+z=0
—(1,—3,4)+1,0,2)— 3(5,1,3) +{21,25,23) = (0,0,0)
(—1,3,—4)+(1,0,2)+(—15,— 3, — 9) +(21,25,25) =(0,0,0)
(=15 + 21,20 — 11 + 2,) =(0,0,0)

Se produce entonces una comparacién de dos vectores de igual tamafio, por lo que las
entradas deben corresponder, asi:

Zz=0

De modo que z =15,2=0y z; = 11. Por tanto, z =(15,0,11).

8.3.4. Cuarto ejemplo. Aplicacién. Dos cuerdas estan actuando sobre un gancho (de manera si-
milar a la Figura 13). Una de las cuerdas ejerce una fuerza horizontalmente de magnitud
de 350 N y la otra cuerda con una fuerza de 200 N con una direcciéon 6. Escriba |F| y la
direccién o de la fuerza resultante F como funciones del dangulo 6, con 0 < 8 < r. Luego,
con ayuda de software represente las funciones que escribié. Describa el comportamiento
de las funciones (adaptacién de (Larson & Edwards, 2010, pag. 773)).

8.3.5.

Figura 13. Fuerzas actuando sobre un gancho.

Fuente: Imagen gratuita de pixabay.com

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I
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Solucion:

Paso 1: Discusién del problema: un esquema puede orientar el disefio de las funciones
pedidas. Con ayuda de la herramienta Deslizador de Geogebra Classic 5.0 ® se pre-
paré6 el esquema de la Figura 14, en la que F=F+F y 0 <0 <7 donde F, =(350,0),
F, =(200c0s6,200sen0). La Figura 14 muestra una posicién particular para F.

Figura 14. Esquema de fuerzas actuando sobre un gancho.
peg 0= 0.79rad
L ]

250
200
150
100

50

-50 [ 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

=50

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

Paso 2: Definicién de las variables presentes en el modelo: F=F +F,, 0 <8 < r don-
de F, =(350,0), 5 =(200cos8,200send).

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema. Con el esquema y la definicién de
las fuerzas en términos de 6 se puede escribir F = F, + F, = (350 + 200 cos #,200send) con
0<f=<m.

Asi,

1 F()]= (3504 200cos @) + (200sendf con 0 <0 < r.

a(0)=tan™’ (%) con 350 +200cos0 # 0

Paso 4: Condiciones técnicas: las magnitudes de las fuerzas son positivas o cero.



Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema. Se realizaran las gra-
ficas de las funciones que representan la magnitud y la direccion de la fuerza resul-
tante usando Geogebra Classic 5.0 ®.

Paso 6: Resuelva el sistema (o el objeto matematico que represente la situacién),
esto implica realizar los calculos apropiados para encontrar la solucién cuantitativa.
La Figura 15 muestra las graficas de las funciones | F| y a en términos de 0, que re-

presentan la magnitud y la direccién de la fuerza resultante.

Figura 15. Graficas de la magnitud y la direccién de la fuerza resultante.

37/16

#/16

) /2 T " w2 ™ 3772

~100

I ] a

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0

Paso 7: Validacién de la solucién: A medida que va aumentando el angulo 8 entre
las dos fuerzas, ocurre lo siguiente: 1) la magnitud | F| de la resultante va dismi-
nuyendo, incluso cuando 6 = 7 las fuerzas F, y F, actian en sentidos opuestos; y 2)

la direccién a de la fuerza resultante va aumentando hasta que 6 = 2tan "' ( i ), en

donde a alcanza su maximo valor. Luego, a decrece hasta que se anula cuando 8 = 7
(ver la Figura 15).

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I
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8.4. Ejercicios guiados

8.4.1. Primer ejemplo. Aplicacién. Para la funcién y = y'1 -z que representa una semi-elipse,
halle un vector unitario tangente a la curva y otro normal unitario a la curva en el pun-
to P(1,%5).
Para el desarrollo de este ejercicio de aplicacién requerimos algunos conceptos de cal-
culo diferencial. Para un proceso eficaz, siga los pasos sugeridos.

Derive la funcién dada y halle la ecuacién de la recta tangente en el punto indicado.

© 866606606606 00 6006606066000 60060000000000060000000006006000006006000000606000000000000000s0000s00ssssssssssssssssssssss

Ahora tiene dos opciones, tomar un punto z = a, a la derecha de x =1 o a la izquierda
de x =1, seleccione el que usted desee y remplace en la ecuacién de la recta tangente
para asi obtener una pareja ordenada; ;/qué punto obtiene?

© 866 6060060060060 0006006000006 0000000000000000000006000000600606006000600000000000000s00s0s0ssssssssssssssssssssssssssss

Con base en el punto P( ,“TB), y el punto @ obtenido en el paso anterior, halle el vec-

tor dirigido que va de P a Q.

Este vector resultante del paso anterior ya es tangente a la funcién, /es unitario?; si
no es asi, busque el vector tangente unitario. ;Cual es su resultado?

© 86 6000086000000 00 0800000000000 000000000000000000006000000000000000000600000000000000scscsosssssssssssosssssnscsossossos



Ahora, para responder la Gltima pregunta sobre el vector normal unitario, tenga en
cuenta que el producto de las pendientes de la recta tangente y la recta normal debe
ser —1. Halle la pendiente y la ecuacion de la recta normal en el punto P

..................................................................................................................

Para hallar el vector normal unitario en P, repita el proceso descrito anteriormente
para hallar el vector tangente unitario; /cual es su resultado?

....................................................................................................................

8.4.2. Segundo ejemplo. Aplicacién. Dados los puntos A(—3,1), B(—2,—3), C(3,—1), halle un punto
D(z,y), en el primer cuadrante, tal que el drea del cuadrildtero formado por estos 4 puntos
sea igual a 27. ;Cuantas soluciones obtiene?, ;cuantas soluciones enteras obtiene?

Para tener una imagen que ayude al desarrollo del ejercicio, grafique los puntos en
el sistema cartesiano. Si observa en el grafico, usted puede calcular el area del trian-
gulo formado por los puntos 4, By C. /Qué resultado obtiene?

,Qué puede deducir del valor del area restante, es decir, del area del tridngulo con
vértices en A, C'y D?
oy 1
La férmula AZ% 2, 1 1|| permite encontrar el area del triangulo con vértices
zs ys 1
A(zy41), B(@s,y5), C(z3,y5). Con esta férmula, calcule el 4rea del tridngulo formado por
los vértices A, C'y D, e iguale al valor obtenido del paso anterior; ;,qué obtiene?

....................................................................................................................

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I
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Con el resultado anterior, jcuantas soluciones tiene el problema inicial?, jcuantas de
estas soluciones son enteras? Para esto ayudese con un dibujo o con una construccién
con Geogebra Classic 5.0 ®

..................................................................................................................

8.4.3. Tercer ejemplo. Aplicacion. Dos fuerzas con magnitudes de 200 N y de 250 N actuan so-
bre el punto P, como se muestra en la Figura 16. Halle la magnitud y la direccién de la

fuerza resultante.

Figura 16. Fuerzas sobre el punto P.

250N

200N

8 =30°

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

Recuerde que el vector correspondiente a cada fuerza es de la forma (F cos @, Fsen), don-
de F representa la fuerza aplicada y 6 es el angulo formado con respecto al semieje positi-
vo de X (direccién); con base en esto calcule las fuerzas F; y Fyresultantes para cada caso.

....................................................................................................................



Sume estas dos fuerzas, asi obtendra la fuerza resultante. Calcule la norma de esta
fuerza resultante, asi contestara la primera pregunta, esto es la magnitud de la fuer-
za resultante. Para terminar, halle la direccién de la fuerza resultante.

@ 8660660000060 6 0000060000000 000000000000600000000600000000000006000000000000000000000000000000000000000000s00000s

8.4.4. Cuarto ejemplo. Tedrico. (Es v =(1,3, — 7) una combinacién lineal de los vectores v =(1,1,2),
Uy = <2>3a 7>5 Vs = <_1,4, 13>9

Como en las secciones anteriores de este texto, en las cuales se hace referencia a la com-
binacidén lineal, que es de gran importancia para los temas que siguen en el curso, debe-

mos verificar si existen escalares ¢, ¢, y c3, tales que v = c,v + v, + c305.

Realice v = civi + coe + ¢;3v3 con los vectores del enunciado.

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I

© 66 6060006606000 0006060600000 066000000000000000060000000000000000000000600000000000000s0000000000scsososssssososossossos

Al simplificar lo anterior obtendra un sistema de ecuaciones de 3x3, escriba dicho
sistema. Escriba la matriz 4;.;, de tal sistema.

© 6666666006060 6 0606600006000 00 0060000000600 00000060000000060000000000000000000000000000000000000000000000000 000

Antes de intentar cualquier método de solucidn, calcule el determinante de A. Con
base en este resultado, /qué puede afirmar?

Solucione dicho sistema utilizando el método de eliminaciéon de Gauss-Jordan. (A
qué conclusién llega con la matriz escalonada reducida del sistema?

Finalmente, conteste la pregunta inicial.

© 8 6 0000080000000 00 0800000000008 00000000000000000000600000000000000000060000000000000000scsosssssssssososssssssssosossos
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8.5. Ejercicios propuestos

8.5.1. Para el tridngulo con vértices en A(—1,—3) , B(2,3) y C(5,a), halle a, de tal modo que el 4rea
del triangulo cuyos vértices son A, By C, sea 18. ;Hay mas de una respuesta?, justifique.

8.5.2. Dados los vectores u =(1,3), v =(2,—4) y w =(z,y), halle el vector w, que satisface:
a. Jut2w=v
b. ~w+4v=u

8.5.3. Tres fuerzas con magnitudes de 100 N, 150 N y 50 N actuan, sobre el punto P, como se
muestra en la Figura 17; halle la magnitud y la direccién de la fuerza resultante.

Figura 17. Tres fuerzas sobre el punto P.

150 N
100 N
a =120°
4 = 60°
PN p=-30°
50N

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

8.5.4. Dada la funcién f(z)= 4 —2z*+2, halle un vector unitario tangente a la curva y otro nor-
mal unitario a la curva en el punto P(1,v3 +2).



8.5.5. Dados los vectores u =(—1,3), v =(—4,3), y w=(1/2,3/4), halle a y b, tal que u = av + bw.

8.5.6. Dados los puntos P(—1,4) y Q(3,—2), halle:
a. Distancia entre los puntos Py Q.
b. El vector dirigido que va de P a Q.
c. El vector unitario que tiene la misma direcciéon del vector dirigido que va de P a Q.

8.5.7. Dados los puntos P(1,3,—5) y Q(0,6,—2), halle:
a. Distancia entre los puntos Py Q.

b. El vector dirigido que va de Py Q.
c. El vector unitario que tiene la misma direccién del vector dirigido que va de P a Q.

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I
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8.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Revise previamente los conceptos teéricos presentados en la clase magistral 6. Debe tener claro qué es un vec-
tor y su representacion tanto grafica como analitica en 2 y 3 dimensiones. Igualmente tenga presente la mane-

ra como se operan los vectores y sus propiedades.

8.6.1. Preguntas de seleccion multiple con unica 4) Se tienen uw=(3,2), v=(2,4) y ¢ =(—2,— 1) y las

ALGEBRA LINEAL. Modelacion, solucidén de problemas y ejercicios

respuesta constantes @ y 8 entonces:
1) Se tienen los puntos en R’), P(2,2,—1) y A c=au+Busia=—2
Q(—1,2,— 1), entonces el vector PQ es: B. c=au+pvsif=1
A (-1,4,1) C. No es posible que ¢ sea una combinacion li-
B. (3,0,0) neal de u y v
C. {1,—4,0) D. ¢ serda una combinacién lineal de u y v si y
D. (=3,0,0) solosia+B8=-5/8
2) Sea el vector u = 2i —+j— >k se tiene que || u [les: 5) El vector PJ definido por P(2,—3) y Q(—3,2) NO
e %ﬁ esta bien representado por:
B. £~ A. (-=5,5)
C. B. (512 cos135°,5y/2senl35°)
D. & C. (—5i+55)
D. —5¢+5

3) Se tiene el triangulo PQR con vértices

(1,—1),(2,2),(3,0) respectivamente, entonces res- g2 Preguntas de selecciéon multiple con multiple

pecto al area A se puede decir que: respuesta
] 1 =i 1 En las siguientes preguntas:
A A= 3| 2 21 Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
301 Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
1 —-11 Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
B. 4=]|12 2 1 Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.
0 3 1 Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.
1 —-10
C. A=4][2 2 0
3 0 1
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)

8)

9)

Si w=(3,—1)y v=(2,—3) , entonces los vecto-

res unitarios en la direcciéon de u—vy v—u son:
J5 245

L (%)

B 2

5 5

3. (—£ 15
4. (£ 25)

59 5

Una particula se mueve de forma que su posicién
es r(t)=(3t—1,£*+1), es correcto afirmar que:
1. La posicién inicial es {0,0)
2. La velocidad en la direcciéon del eje X es
constante
3. La aceleracién es nula
—r(1)=(6,8)

Un cuerpo se mueve bajo la accion de las fuerzas
F=(-121),F=(1,-21)F,=(-1,—2,—1), en-
tonces la fuerza F; total satisface que:

1. Esnula

2. Fp=(-1,-2,1)

3. |Fll=v6

4. Fractaa solo a lo largo del eje

Si flz)= =4yJz+1 y P es uno de

los puntos de 1nterse001on (0,1) de las curvas,

+1 yg

entonces:
1. Un vector tangente unitario a f en P es {0,1)
2. Un vector tangente unitario a g en P es
(359
59 56

3. El angulo entre los vectores tangentes a las

curvas en Pes 6 = tan ' (%)
4. Los vectores tangentes a las curvas en P son
perpendiculares.

11) Sobre un cuerpo acttan las fuerzas Fi
F= <17 — 2>,E5
fuerza resultante es nula se debe cumplir que:

12) Sean u=(3,2), v

10) Si f(z)=(z—1f+1 se cumple que los vectores

tangente y normal unitarios a f en P(0,2) son:
245 /b
IR ES
2. (45 25
. 5 5

245 ,5>
4'<575

=(-1,1)
=(—2,— 1)y F.={a,b). Si se sabe que la
1. F,forma un dngulo de 6 = 45° con el eje X

2. a=—2

3. |Fll=2v2

4. F,=(=2,-2)

=(2,4), y a=—3, b=—1, las
operaciones adecuadas son:

1. au+bv=—11,10)

2. alu—av) =(=27,—42)

3. autbv=(-12,—8)

4. av—bu=(-9,—14)

Seccioén 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I
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8.7. Recursos informaticos recomendados

8.7.1. Recursos de calculo online

1. Symbolab: Permite, con la entrada de las componentes del vector entre paréntesis y
separados por comas, evaluar la suma, resta y multiplicacién por un escalar. En el
link https://es.symbolab.com/solver/vector-unit-calculator/unitario%20%5Cleft(3%2C-
2%2C1%5Cright) se puede determinar el vector unitario de un vector dado mediante
unitario (a,b,c). Adicionalmente si usted esta inscrito le posibilita la practica mediante
ejercicios on line de los cuales usted recibe retroalimentacién; dicha practica esta dispo-
nible en: https://es.symbolab.com/practice/vector-practice

2. Wolfram Alpha: Ofrece en http://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/li-
near-algebra/vectors/ una amplia gama de operaciones entre vectores. Adicionalmente
se presenta el uso de diferentes representaciones de los vectores, lo que resulta impor-
tante en aplicaciones como en el caso de la fisica.

3. On Line MSchool: En http://es.onlinemschool.com/math/assistance/vector/calc/ permi-
te trabajar la suma y resta de vectores tanto en el plano como en el espacio, y ellas
combinadas con el producto por escalares. La entrada de los vectores se puede dar por
coordenadas o por puntos. Adicionalmente en http://es.onlinemschool.com/math/assis-
tance/vector/p_to_vector/ se posibilita calcular el vector determinado por dos puntos y
en http://es.onlinemschool.com/math/assistance/vector/length/ se puede evaluar la lon-
gitud (magnitud, médulo o norma) del vector. Finalmente, http://es.onlinemschool.com/
math/assistance/vector/multiply3/ permite encontrar el multiplo escalar de un vector.
En cada uno de ellos se ofrece, mediante un link, una guia sobre la operacién por si us-
ted aun tiene dudas sobre la teoria aplicada.

cil: En https://www.matesfacil.com/BAC/geometria3D/espacio/espacio-vecto-
rial-definicion-propiedades-vector-libre-fijo-modulo-unitario-ejemplos.html y https:/
www.matesfacil.com/ESO/geometria_plana/vectores/ejercicios-resueltos-vectores-su-
ma-producto-escalar-modulo.html presenta no solo la teoria de operaciones basicas en-
tre vectores sino una serie de ejemplos y ejercicios propuestos y resueltos que pueden
ayudarle a mejorar la conceptualizaciéon sobre los vectores.



8.7.2. Algunos videos de apoyo

1.

Representacion de vectores en el plano y en el espacio https://youtu.be/6hw-0o_Urhw
(8:13)

. Aplicacién de los vectores (Sumatoria de fuerzas) https://www.youtube.com/watch?v=i-

ZyP8Lpj3NA (4:41)
Vector en el espacio y vector unitario https://www.youtube.com/watch?v=gzjy_0dO8js
(5:43)

. Vector tangente y vector normal a una curva https:/www.youtube.com/watch?v=eR-

zePzo-v-U (8:14)
Vectores en R3 (Vectores en el espacio) https://youtu.be/1ViD8708wv0 (12:43)

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I
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PRODUCTO PUNTOY PRODUCTO
CRUZ CON APLICACIONES

9.1 Introduccion

La seccion destinada al producto punto (escalar) y al producto cruz (vectorial) entre vectores ex-
plora las definiciones de estos dos productos haciendo énfasis en que el producto punto es apli-
cable a los vectores en el plano y en el espacio, mientras que el producto vectorial solo puede
aplicarse a los vectores en el espacio. La Figura 18 resume las operaciones entre vectores y las
posibilidades de aplicacién para ellas. En la seccién también se trabaja sobre los hechos de que
el resultado del producto punto es un nimero y el resultado del producto cruz es un vector.

Figura 18. Operaciones entre vectores en el plano y en el espacio.

Fuente: Elaboracién propia.
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9.2. Objetivos de informacion

Implementar las definiciones de producto punto y producto cruz.

+ Aplicar la definicién del producto punto en diferentes contextos geométricos y situacio-
nes problema.
Usar la definicion del producto cruz en problemas de aplicacién.

+ Explorar el problema del area desde varios puntos de vista.

9.3. Ejemplos resueltos

9.3.1. Primer ejemplo. Tedrico. Determine el valor de a para el que los vectores u y v sean orto-
gonales, donde u =(1,4,2) y v =(0,a,a).

Solucion:

El ejercicio pregunta por un valor para k que haga que los vectores formen un angu-
lo de 90°. Aunque esta es la definicién de ortogonalidad, necesitamos una caracteri-
zacion algebraica y no geométrica para poder calcular. Debemos encontrar un valor
para « de modo que u-v =0, esto es, 0+4a +2a =0, de donde 6 =0 y, por tanto,
a=0.Asi, v={0,0,0), pero la ortogonalidad no esta definida con vectores nulos, por
esto no existe el valor a para el que los vectores dados sean ortogonales.

9.3.2. Segundo ejemplo. Aplicaciéon. Halle el area del tridngulo determinado por los puntos
A(174a2)7B(37_1a2) y 0(272a_1)

Solucion:
La Figura 19 presenta dos vistas del triangulo al que se le calculara el area. Existen
varias técnicas para hacer este calculo. Aqui se presentaran tres de ellas.



Figura 19. Dos vistas del mismo tridngulo® en el espacio para calculo de area.

5

5

Fuente: Elaboracion propia con Geogebra Classic 5.0®

Técnica 1: Esta técnica emplea la férmula de Herén A, = /s(s—a)(s—b)(s—c¢), don-
de s es el semiperimetro y a, b y ¢ son las longitudes de los lados. Asi,
a=dpc= 4,35; b=dic = 3,742 yc= dap = 5,38, de donde

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I

+3,74+
ECRS 3,274 5,38) _ 6.74

Conlocual, Ay = /6,74(6,74 — 4,35)(6,74 — 3,74)(6,74 — 5,38) = 8,08 unidades cuadradas.

Técnica 2: Esta técnica usa el producto escalar para encontrar el Angulo entre vec-
tores no nulos concurrentes en A = <|| 4B || AC |senca

De modo que se deben conformar los vectores concurrentes, es decir, deben tener
el mismo punto inicial,

AB=(3-1,-1-4,2—2)=(2,—5,0)y AC=(2—1,2—4,—1—2)=(1,—2,— 3).

De aqui, | 4B |=5,38 y |AC | = 3,74.
AB X AC
cos = ==y —=171 = 0,99; @ = 53,44°
I4AB I AC |

3 Esimportante usar las propiedades graficas del software para explorar y reconocer las caracteristicas del objeto geométrico, mas 17
aun cuando es tridimensional. En ocasiones, la primera vista no es la méas apropiada por lo cual hay que hacer rotaciones.
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Ar=+(5,38 X 3,74 X sen(53,44)) = 8,08 unidades cuadradas.

Técnica 3: En este caso se usara el producto cruz como base de calculo para
Ay =TABXAC . Tal vez esta técnica es la més eficiente, dado que los vectores son de R®.
De nuevo se requieren los vectores concurrentes AB =(2,—5,0) y AC =(1,—2,— 3).
Con estos vectores se calcula el producto cruz AB X AC =(15,6,1). La norma del
producto cruz es | ABXAC |=16,19 y con esto el drea es Ax =+ x 16,19 = 8,08 unida-

des cuadradas.

9.3.3. Tercer ejemplo. Aplicacién. Halle el volumen del paralelepipedo determinado por los vec-

tores u=2i—j+k, v=—i+j—2kyw=i+j—k.

Solucion:
El volumen V de un paralelepipedo con vectores u, v y w como aristas adyacentes esta
dado por V =|u (v Xw)| que es equivalente al valor absoluto del determinante de la
matriz cuyas entradas son las componentes de los vectores u, v y w.
2 -1 1
Asi, el volumenes V=||—-1 1 —2||=3 unidades cubicas. Note que las barras in-
1 1 -1
ternas representan el determinante de la matriz cuyas entradas son las componen-
tes de los vectores y las barras externas corresponden al valor absoluto. El volumen

es una medida y debe ser positiva.

9.4. Ejercicios guiados

9.4.1

Primer ejemplo. Aplicacién. Determine si el tridngulo con vértices en A(1,0,—

A(1,0,—1),B(2,5,4) y C(1,—2,3) es isbsceles.

1)7



Con ayuda de software, dibuje, en R? el tridngulo ABC. Para abordar el ejercicio recuerde
qué es un triangulo isésceles. Una vez que tiene presente este concepto, tiene dos opcio-
nes para continuar con la solucién. Para la primera opcién, halle la distancia entre cada

par de vértices.

Ahora que ya terminé la primera opcién, inicie la segunda que lleva al mismo resultado,
pero utilizando un camino diferente; lo que se pretende es que usted refuerce diferentes
conceptos de esta unidad. Con en el dibujo que realizé, halle los angulos internos de dicho
triangulo. Ayudese del coseno del angulo entre dos vectores, /cuales son dichos angulos?

© 666606600000 08 6606000006006 060668660600660660006066660666066060060606060606060600606000600060006000600s0600060s0s0s0sscssssssssosssssnssss

Comparando estos angulos internos, debe llegar al mismo resultado. (Cual es este
resultado?

9.4.2 Segundo ejemplo. Tedrico. Verifique la ley del paralelogramo con los vectores u =1, —3,4)

y v=(—2,1,5). La ley del paralelogramo nos dice que:
lutolf +lu—of=2ulf+2]vf

Para su desarrollo calcule las operaciones u +v y u —v. Ahora, evalte las normas [u + v
ylu—vl.
Simplifique |u +o|f +|u—v |

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I
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Ahora que ya tenemos el resultado del lado izquierdo de la igualdad, veamos el lado de-
recho. Evalte |u| y | v|. Desarrolle y simplifique 2|« || + 2| v |F.

9.5. Ejercicios propuestos

9.5.1. Dados los puntos P(—1,2,3), Q(3,4,—1) y R(2,7,0), halle:
a. La distancia entre cada par de puntos.
b. El area del triangulo cuyos vértices son los puntos dados.
c. Los angulos interiores del triangulo dado.
9.5.2. Dados los vectores u =(—2,3,5), v=(1,1,—3) y w =(6,—2,1), halle:
a. uX (vXw)
b. Proy.(u+ 3v)
c. |u-(vxw)]|, {qué interpretacién geométrica tiene este resultado si los puntos ini-
ciales de los tres vectores estdn en el origen (0,0,0)?

9.5.3. (El vector v=(—1,3,—6) es combinacién lineal de los vectores u =(1,2,1), w=(3,7,2),
n={(—4,—6—6)?

9.5.4. Determine el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores adyacentes
u=(0,3,1), v=(-2,43), w=(-1,6,1)?

9.5.5. Dados los vectores u =(3,2,—4), v =(—1,5,4), halle un vector w ortogonal a los dos vecto-

res dados.
9.5.6. Determine el 4rea del paralelogramo con lados adyacentes u = (1,4, —2), v ={1,5,5).

9.5.7. Dado el vector u =(9,2,— 3), halle los cosenos y los 4ngulos directores del vector w.



9.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Antes de abordar estas preguntas usted debe tener claro el desarrollo tedrico presentado en su clase magistral

7. Podria disefiar antes de empezar un mapa conceptual sobre vectores que incluya su definicién, representa-

cion, las operaciones y las propiedades de estas. Un aspecto relevante es que reconozca las aplicaciones de los

vectores y sus operaciones.

9.6.1.

1

2)

3)

Preguntas de seleccion multiple con tUnica
respuesta
Para el vector u = (—2,k—1,2) se sabe que ningu-
na de sus componentes es nula, que @, 8y 7 son
sus angulos directores con los ejes X, Yy Z, res-
pectivamente, y que cosy =3, entonces se tie-
ne que:
A. cosa=+%
B. cosa =—%
C. cosB=7%
D. cosB=—+

El volumen del paralelepipedo con lados adya-
centes PQ,PR,y PS, con P(1,1,1), Q(2,0,3), R(4,1,7)
y S(3,—1,—2) en unidades cuibicas es:

A. 19

B. 20

C. 21

D. 22

Dados u=(3,—2), y w={(—3,m)

entonces:

v=<(k,2),

A. Sim =+, ues ortogonal a w
B. Sik=—14, u es ortogonal a v
C. Sim =%, ues paraleloaw
D. Si k=3, ues paraleloaw

4)

5)

Se tienen los vectores u =(1,—2,0)y v =(1,3,— 1)
entonces Proy,v es:

A (-1,-31)

B. (1,-3,—1)

C. (—1,2,0)

D. Nula, pues son ortogonales

El paralelepipedo que tiene un vértice en el
origen y aristas u=t¢—2+3k, v=¢+3+ky
w = 2¢ + 7 + 2k tiene volumen:

A. 10 unidades cubicas.

B. 25 unidades ctbicas.

C. 38 unidades ctbicas.

D. 45 unidades ctbicas.

9.6.2. Preguntas de seleccion multiple con multiple

respuesta
En las siguientes preguntas:
Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

Seccioén 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I
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2)

3)

4)

5)

Si u=(k,1-k2)y v=(k—1,2,1—k) y se sabe
que u-v =0, entonces los posibles valores de k&

son:
1. k=4
2. k=-1
3. k=1
4. k=—4

Se tiene que u=¢1,—2,—2) y v=(1,8,— 1) for-
man un angulo de 4rad, entonces los posibles
valores de £ son:

1. 8= 3(78+75./§)
2. B= 3(—8—75./2)
3. = 3(8—75&)
4. 8= 3(8+75,/2)

En el tridngulo ABC con A(2,0,3), B(3,1,0) y C(5,2,2)
se cumple que:

1. Su area es 3

2. La altura relativa a 4B es 2,86

3. Ellado AC mide y14

4. Su area es nula

Se tienen los vectores u y v, Si Proy,v = Proy,u se
cumple que

1. wy v son paralelos

2. w 'y v son ortogonales

3. wuyw

4. wywvson paralelos y |u[*u =|v[Fv

Para los vectores u=¢2,8,3) y v=(3a,2,8) se
tiene que u X v =<b’,3, — 5}, entonces 8 y @ son:
1. =3

2. B
3. «
4. a=—1%

9

=2
=1

6)

7)

8)

9)

Se tiene que u, v, w, p son vectores en R?; las ope-
raciones cuyo resultado es un escalar son:

1. u [(vxw)+p]

2. uX[(v—w)+p]

3. (vXw) (uxp)

4. [ox(utw)]+[ux(w+p)]

Se tiene que u, v, w, p son vectores en R? las ope-
raciones cuyo resultado es un vector son:

1. u [(vxw)+p]
2. uX[(v—w)+p]
3. (vxXw) (uxp)
4. [vx(utw)]+[ux(w+p)]

Si u, v, w, p son vectores en R® las operaciones
que NO tienen sentido son:

1. uX[(v-w)+p]

2. uXu

3. (uXw) [u-p]

4. ux[(v—w)+p]

Se tienen los vectores w =(1,4,k), v=(2,—1,4)
y w=(3,k,2) y se sabe que el volumen determi-
nado por los vectores es de 40 unidades cubicas.
Los valores de k deben ser:

5

1. k=—%
2. k=—2
3. k=2
4. k=%



9.7. Recursos informaticos recomendados

9.7.1. Recursos de calculo online

1. Symbolab: En https://es.symbolab.com/solver/vector-calculator usted encontraria un
apoyo para evaluar el producto punto, el producto cruz, el angulo entre vectores, la pro-
yeccion escalar y vectorial entre dos vectores. Claramente con la sintaxis adecuada us-
ted puede evaluar el producto triple entre vectores.

2. Wolfram Alpha: Le permite en el link https://www.wolframalpha.com/examples/mathe-
matics/linear-algebra/vectors/ realizar las operaciones de producto punto y cruz de dos
vectores en diferentes representaciones. Una vez calculado, entrega una representacién
grafica y datos sobre la operacién.

3. OnlineMSchool: ofrece a través de su pagina http://es.onlinemschool.com/math/assis-
tance/vector/ un amplio arsenal de operaciones entre vectores y el calculo de sus apli-
caciones mas importantes. Entre otras, los cosenos directores de un vector, producto

Seccion 6: Vectores en R? y R?, Operaciones y Propiedades I

escalar de vectores, calculo del angulo entre vectores, proyeccién de un vector sobre otro
vector, producto vectorial de vectores, producto mixto (llamado también producto tri-
ple), vectores colineales, vectores ortogonales, vectores coplanares, area de un triangu-
lo construido sobre vectores, area del paralelogramo construido sobre vectores, volumen
de la piramide construida sobre vectores.

Adicionalmente al final ofrece dos ments, uno de Intente resolver ejercicios con vec-
tores en plano. y otro de Intente resolver ejercicios con vectores en espacio. donde usted
puede practicar sobre los conceptos y procedimientos asociados a la resolucién de ejer-
cicios de este apartado.

4. Vitutor ofrece en el link https://www.vitutor.com/analitica/vectores/ejercicios_produc-
to.html cinco ejercicios sobre el producto punto y cruz de vectores y sus aplicaciones.
Intente resolverlos antes de pasar a las soluciones presentadas. Aunque son muy senci-
llos le pueden ser tutiles para afianzar conceptos y procesos.
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9.7.2. Algunos videos de apoyo

1. Operaciones con vectores (Producto punto y producto cruz) https://www.youtube.com/
watch?v=wMIhlqNVabs (3:51)

2. Cosenos directores de un vector en el espacio https:/www.youtube.com/watch?v=-
ZPrOEtATCSs (6:08)

3. Volumen de un prisma con vectores https://www.youtube.com/watch?v=zOBrA9yHANY
(7:46)

4. Proyeccién de un vector en el espacio sobre otro. https://www.youtube.com/watch?-
v=050sGNckd20 (5:42)

5. Producto vectorial triple - Interpretacién geométrica https://www.youtube.com/watch?-
v=fNaNLwbSO0VI (5:32)

6. Vectores en el espacio - Producto cruz (Propiedades) https://www.youtube.com/watch?-
v=MeLuqKl4Zx4 (6:53)



ECUACION DE LA RECTAY EL PLANO

10.1. Introduccion

La ecuacién comtn de la recta en el plano cartesiano, en R?, y = mz + bes ampliamente explorada,
desde muchos puntos de vista en los cursos iniciales de matematicas; por ello en el inicio de esta
seccidn se usara este conocimiento previo para transitar entre las formas de representar la mis-
ma recta. A continuacion, en esta seccién se estudiaran las diferentes formas de expresar alge-
braicamente una recta en el espacio, es decir, en R?. Para ello se abordaran ejercicios tedricos en
los que se presentan objetos iniciales con los que se tiene que determinar la ecuacién de una recta.
Posteriormente se abordaran ejercicios y situaciones problema relacionados con la ecuacion esca-
lar y la ecuacion lineal de un plano. Con la consideracién de que hay multiples formas en las que
los ejercicios o situaciones problema indagan por rectas en el espacio o por planos a través de di-
ferentes objetos iniciales, se tratara de mostrar diversas situaciones abarcando muchas de estas
posibilidades con la salvedad de que ante la amplitud de situaciones no se puede ser exhaustivo.

10.2. Objetivos de informacion

+ Analizar ejercicios tedricos y situaciones problema que lleven a rectas en el espacio o
planos.

+ Identificar los objetos iniciales en los ejercicios para construir la ecuaciéon de la recta o
del plano pedidos.

+ Explorar las diferentes ecuaciones para la misma recta.

* Encontrar la ecuacién de un plano con diferentes objetos iniciales.
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10.3. Ejemplos resueltos

10.3.1. Primer ejemplo. Teérico. Encuentre la ecuacién vectorial de la recta que pasa por los
puntos P(1,—1)y Q(—4,—3). Luego, encuentre las ecuaciones paramétricas y simétricas.
Finalmente, halle la ecuacién comtun y la ecuacién general. ;Cémo se relacionan?

Solucion:

El vector director es v=PQ =(—4—1,—3+1)=(—5,—2), con lo que, la ecuacién vec-
torial de la recta es {(z,y) =(1,— 1)+ #(—5,—2),t € R. Asi, las ecuaciones paramétricas
de la recta son x =1—5t, y=—1—2t, t € R.

Igualando con ayuda del parametro se tiene que las ecuaciones simétricas son

z—1 _ ytl

-5 -2
Ahora, con los puntos dados se encuentra m = = =y b =—=, conlocual y = 2z — +. Esta

ecuacién comun también se puede obtener desde las ecuaciones simétricas despejan-
do y. La ecuacion general de la recta que pasa por los puntos dados es —2z + 5y =—17.

10.3.2. Segundo ejemplo. Aplicaciéon. Encuentre las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones
simétricas de la recta que pasa por los puntos P(1,2,1)y Q(3,1,—1).

Solucioén:

Los puntos P y (@ pertenecen al espacio. El vector director
v=PQ@=(3—-1,1-2,—-1-1)=(2,—1,—2). La ecuacién vectorial de la recta es
(z,9,2)=(1,2,1)+2,—1,— 2),t € R. Asi, las ecuaciones paramétricas de la recta son

r=1+2ty=2—1, z=1-2t ¢t € R. Asi, las ecuaciones simétricas son +-1 — ©-2 — =1

10.3.3. Tercer ejemplo. Mediante un proceso algebraico, determine: si las rectas son parale-
las, oblicuas o se cortan. Si se cortan encuentre el punto de interseccion y el angulo de

interseccion.



Lix=ty=—1—t2z=2—3t;
Lyz=2s;y=1—s;2=2+s

Soluciéon:
Las rectas no son paralelas porque v ={1,—1,—3)y 1. =(2,— 1,1) con v1 X vy ={(—4,—7,1).

t=2s
Ahora, para saber si las rectas se cortan hay que resolver el sistema {—1—¢t=1—s.
2—3t=2+s

Al emplear la eliminacion de Gauss-Jordan se encuentra que el sistema es inconsis-
tente. De modo que las rectas ni son paralelas ni se cortan, es decir, son alabeadas u
oblicuas. La Figura 20 muestra las dos rectas alabeadas. Al graficar, el software no

Seccion 8: Educacion de la recta y el plano I

las presenta como en la figura, hay que usar las herramientas de rotacién para te-
ner una imagen adecuada de las rectas. Con algunas de las rotaciones y la posicién
del observador pueden dar una visién equivocada y dar la impresion de que las rec-
tas se cortan.

Figura 20. Rectas alabeadas.

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

10.3.4. Cuarto ejemplo. Tedrico. Encuentre una ecuaciéon del plano que pasa por los puntos
P1(172a_1)7P2(07170) yP&(_1?3a2)
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Solucion:

Este ejercicio se presenta como una oportunidad para reiterar la importancia de ex-
plorar diferentes técnicas para resolver los ejercicios. La técnica elegida debe co-
rresponder a la eficiencia y al punto de aprendizaje en el que usted se encuentre. Es
recomendable tener diferentes herramientas tedricas para abordar las situaciones
de aplicacion o modelacién que se le presenten.

La primera técnica proviene del calculo, en caso de requerir ampliacion puede
consultar Stewart (Stewart, 2012, pag. 821) o Grossman (Grossman, 1996, pag. 279).
Para iniciar se conforman los vectores adyacentes: PP, =(—1,—1,1) y P,P; =(—2,1,3).
Como estos vectores son coplanares, su producto cruz n =P, X PP =(—4,1,—3)
es ortogonal al plano que los contiene. Asi, la ecuacién escalar del plano pedido es
—4(z—1)+1(y—2)—3(2+1)=0 y la ecuacién lineal es —4x +y—32 = 1.

La segunda técnica viene del algebra lineal, de esta puede encontrar explicacién
en Kolman (Kolman & Hill, 2013, pag. 215) o en (Anton, 1984, pag. 132). Como
los puntos pertenecen al plano, cada uno de ellos debe satisfacer la ecuacion lineal
ar+by+tcz+d=0,

la+2b—c+d=0
Oa+1b+0c+d=0
—a+3b+2c+d=0

Al resolver el sistema se tiene una familia uniparamétrica de soluciones a=4¢, b=—t,
c¢=3t,d=tcon t € R. Por tanto, cont=—1, la ecuacion lineal del plano es —4z+y—3z= 1.
La tercera técnica también es algebraica (Kolman & Hill, 2013, pag. 216). Esta
técnica considera que la ecuacién lineal del plano es ax+by+cz+d =0y que lo que
se debe encontrar son los parametros del plano a, b, ¢ y d; en ese orden de ideas, los
puntos dados satisfacen la ecuacién de modo que se tiene el sistema homogéneo:
z 1
i 1 _

0 =0
2

—_
w = NN

1
1
1



Este sistema homogéneo tiene soluciéon no nula cuando su determinante es igual
z y z 1
1 2-11
0101

-13 2 1

lizada, se encuentra que la ecuaciéon lineal del plano es —4z+y—32z = 1.

a 0, es decir, =0. Al calcular el determinante, con la definicién genera-

Figura 21. Plano que pasa por tres puntos dados.

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0.

10.2.5. Quinto ejemplo. Aplicacion. Determine la ecuacion del plano que es perpendicular al plano
mrx+y+2z=0yque contiene a la recta de interseccién de
mext+2y—z=1ymsx—y—z=—1.

Solucion:
. Ny . r+2y—z=1
La interseccion de los planos se encuentra al resolver el sistema X La ma-
rT—y—z=—
— _1]=L
triz aumentada es (} 2 . 1 ‘ 11> y la matriz escalonada reducida es (1 0 0 1 S ) Las

ecuaciones paramétricas de la recta de interseccién delosplanossonz =1—+t,y =4,z =1
con ¢t € R. El plano pedido debe contener dos puntos de la recta y por esto la contiene. Uno

Seccion 8: Educacion de la recta y el plano I
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de los puntos puede encontrarse cuando (1,%,0) y otro cuando ¢ = 3, (0,5,3). Sustituyendo
estos puntos en la ecuacién lineal genérica del plano azx + by +cz +d = 0, se producen dos
ecuaciones a +5b+d=0y 2b+3c+d=0.

Por otra parte, que el plano pedido sea perpendicular a z+y+2z = 0 significa que
los dos vectores normales son ortogonales, es decir, {a,b,c)- (1,1,1) donde {a,b,c) es
el vector normal del plano que hay que encontrar y {1,1,1) es el vector normal de
z+y+2z=0. De este producto punto se obtiene una tercera ecuacion a +b+c=0.

at3b+d=0
Se conformé el sistema {2p+3¢c+d = 0., al resolverlo se obtienen infinitas solu-
a+b+c=0

ciones cuya parametrizacion es a =— 9t,b = 12t, c=—3t, d =t con t € R. Al hacer t =1
(para eliminar los denominadores) a =—9,b =12, c=—3, d = 1.
Asi las cosas, el plano es —9z+ 12y —3z=—1.

Figura 22. Plano que satisface las condiciones dadas.

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®



10.4. Ejercicios guiados

10.4.1. Primer ejemplo. Dados los puntos P(5,—1,2) y Q(3,7,—9), halle las ecuaciones simétri-
cas de la recta que pasa por estos puntos.
Para desarrollar este ejercicio, recuerde que debemos encontrar un vector que sea pa-
ralelo a esta recta; este tiene dos opciones, una podria ser el vector dirigido que va de P a
Q, es decir, P, o segunda, el vector dirigido que va de Q a P, es decir, QP.

Suponga que tomamos la primera opcién, esto es PQ, ;cudl es este vector?

..........................................................................................................................

Ahora, como ya se tiene el vector paralelo a dicha recta, utilice las formulas de esta sec-
ci6n para escribir las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por estos puntos, para
ello es indiferente si remplaza por el punto P o Q, ya que ambos pertenecen a dicha recta;
;cual es su resultado final?

..........................................................................................................................

10.4.2. Segundo ejemplo. Dados los planos 71:52+3y—2=9, y 72z — 7y + 2z =1, halle la inter-
secciéon de dichos planos.

Para su desarrollo, plantee el sistema de ecuaciones lineales.

,Qué observa antes de empezar su desarrollo? Analice cuantas ecuaciones tiene y cuan-
tas incognitas tiene.

..........................................................................................................................

Seccion 8: Educacion de la recta y el plano I
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,Qué le dice lo anterior con respecto a la teoria de sistemas de ecuaciones lineales? Use lo
estudiado en la parte inicial de este curso.

Resuelva el sistema utilizando el método de Gauss-Jordan.

Como ya pudo observar, este sistema tiene infinitas soluciones, por lo cual debe parame-
trizar y encontrar las ecuaciones paramétricas que corresponden a la recta de intersec-
ci6n de dichos planos.

@ 6 6860060000000 00000600006 0000000600000000000600000000000000000000000000000000000000000000000scsosssssssososssssssssnsssossosssos

10.4.3. Halle las ecuaciones paramétricas de una recta que pasa por el punto A(1,2,—3), y es pa-

ralela al plano 2z —y+ 52 = 10, y perpendicular a la recta x =—2+t,y =3 —2t,z =— 1+ 4¢.
Para este tipo de ejercicios puede ayudarse de materiales o de software para represen-
tar los objetos iniciales que estan en el enunciado.

En primera instancia necesitamos encontrar un vector que sea ortogonal a los vectores
n =(2,—1,5) (vector normal del plano) y a v =(1,—2,4), (vector paralelo a la recta dada).
Encuentre este vector.

© 6 6666060600066 6000060006666 00666 6660600606066 6060060060600006000000000006006000006006000060000000600000s0s0sosssssssssssssssssss

Para terminar el ejercicio halle las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el
punto A.



Verifique que lo que encontrd luce como la Figura 23 donde se observa que el plano es pa-
ralelo a la recta que pasa por 4, y que ademas es perpendicular con la recta dada.

Figura 23. Grafica de verificacion del ejercicio.

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

10.5. Ejercicios propuestos

10.5.1. Dados los puntos P(—2,%,5), Q(2,3,—1) y R(0,%,4), halle la ecuacién del plano que con-
tiene a estos tres puntos.

10.5.2. Dados los puntos P(1,3,2)y Q(4, — 3,6), halle las ecuaciones paramétricas y simétricas de
la recta que pasa por estos puntos.

10.5.3. Dados los planos m1:52+3y—2 =9, y m2x— Ty + 2z = 1, halle las ecuaciones paramétricas
de la recta de interseccién de estos planos y el angulo formado por dichos planos.

10.5.4. Halle la distancia m4s corta entre el punto P(—1,3,—4), al plano 7z —y+ 3z = 10.

10.5.5. Dado el plano 7:—3z+9y—+2z =7, y el punto P(5,%,—2), halle la ecuacién del plano pa-
ralelo a 7 y que pasa por el punto P y la distancia entre estos dos planos.

Seccion 8: Educacion de la recta y el plano I
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10.5.6. Halle la ecuacién del plano que pasa por el punto P(3,7,—5) y que es paralelo al plano
mbr+y=—92+13.

10.5.7. Halle las ecuaciones paramétricas de una recta que pasa por el punto A(1,2,—3) y es pa-
ralela al plano 2z —y+ 52 =10, y perpendicular a la recta x =—2+t,y=3—2t,z=—1+4t.
(Las dos rectas perpendiculares se intersecan? Si es asi, halle el punto de corte.

10.5.8. Dada la recta Li que pasa por los puntos P(2,3,4) y Q(1,5,9), y el punto R(1,1,5), halle:
a. Las ecuaciones simétricas de una recta L, paralela a I, que pasa por el punto R.
b. Las ecuaciones paramétricas de una recta Ls perpendicular a L, que pasa por el

punto R

10.5.9. Dado el plano 71 que pasa por los puntos A(1,—1,3),8(4,0,—1) y C(—2,5,1), y el punto
D(2,3,7), halle:
a. La ecuacién del plano 7 paralelo al plano 7: que pase por el punto D.
b. La ecuacién del plano 73 perpendicular al plano 71 que pase por el punto D.

10.5.10. Dado el punto P(3,4,5), halle el volumen del paralelepipedo rectangular (ortoedro), ubi-
cado en el primer octante, cuyas caras son planos paralelos a los planos zz, yz y al plano
xy, respectivamente, que se encuentra en comun al punto P.

10.5.11. Determine el valor de c, tal que los vectores u =(0,c,1) y v =(0,5, — 3) sean paralelos.

10.5.12. Dado el punto P(2,7,—1), halle:
a. La ecuacion del plano que pase por el punto P y sea paralelo al plano zy.
b. La ecuacién del plano que pase por el punto P y sea ortogonal al plano yz.

10.5.13. Halle la ecuacién del plano que contiene la recta 2> = ** — 26 y que pasa por el pun-
to P(—2,6,— 10).

10.5.14. Dada la recta z=3—t, y=5+2t, z=—7+4t, t € R, determine si los puntos P(2,7,—3),
Q(0,11,—5), R(4,3,—11) y M(1,—9,1) pertenecen a la recta dada.



10.6. Preguntas de tipo Saber Pro

El sustento tedrico presentado en su clase magistral 8 debe ser revisado antes de abordar esta seccién. Resulta
relevante tener claro qué elementos permiten definir una recta o un plano, y los conceptos sobre producto pun-
to y producto cruz. Recuerde que existen diversos procedimientos para determinar ciertas propiedades o valo-
res y que debe o bien ser muy fuerte en uno de ellos (si dispone de toda la informacién requerida) o practicar
la solucién de problemas con diferentes técnicas. Siempre resultara mas eficiente un proceso de calculo que re-
quiera la menor cantidad de operaciones y procesos.

En este apartado se sugiere hacer uso del graficador tridimensional de Geogebra® para visualizar qué se
esta calculando, o qué se quiere determinar. Haga uso de la herramienta de rotacién de la vista grafica para te-
ner una mejor idea de lo que realmente representan los objetos con los que se esta tratando.

10.6.1. Preguntas de seleccién multiple con tunica 4) El area del triangulo determinado por las rectas
respuesta (z,y,2) =(1,0,0)+#{0,0,2), x=—3+4t, y=3—3t,
1) Lasrectas Lo(z,y,2)=(0,—2,—2)+#{1,2,3) vy r=—1+3ty =L =z2+1es:
Li:%5+ = y = =3+ se cortan formando un angulo de: A 4
A. cos™ ( 71‘5) B. 5
B. sen”'(55) e &
i D. 10
C. cos (7« 5 )
D. cos! ( \/%) 5) La ecuacion del plano que es paralelo a
22+ 3y +42 =12 y que pasa por (1,—2,3) es:
2) La distancia del punto P(1,1,5) a la recta A 2r+3y+4dz=—6
r=1+ty=3—tz=2t es: B. 2x+3y+42=0
A /5 C. 20+3y+42=6
B. /6 D. 2z +3y+42=38
C. 3V3
D. /30 6) La recta que pasa por el punto (1,0,6) y es per-
pendicular al plano z + 3y +2z =5 tiene por ecua-
3) El angulo de interseccion entre los planos ci6én vectorial:
z+y=1 y2r+y—2z=2 es: A r=0+t3t6+t)

B. r={—1,—3t6—1t)
C. r={1+t3+tt)
D. r={(t—5,3t—5,6t—5)

S awp>
N R R
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10.6.2. Preguntas de seleccion multiple con multiple

1)

2)

3)

respuesta.
En las siguientes preguntas:
Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

La ecuacién de la recta de interseccion de los pla-

3r—6y—22=15
nos es:
20+y—22=15

2. 1123 :y%l:%

z—3 y+1 .
3. p=tr=%
4, r=ty=2t—3,2=—1+2
La ecuacién de la recta que pasa por (—1,2) y
(—2 1) est4 representada por:

z y 1
1. |-1 2 1|=0

—r Tl

2. y—2=7(+1)
. {—a+2b+c=0

—3a+b+4c=0
4, y=Tr—>5

La ecuacion de la recta que esta determinada
por los puntos (1,—2,0) y (—2,0,—1) es:
L (2,y,2) =(=3,—2,1)+ 1, - 2,0

2. <1‘,y,2>:<1,_2,0>+t<_3,2,_].>
g, 2=l _yt2 _

° =3 2
1 ozt

4)

5)

6)

El plano determinado por los puntos (1,1,—1),
(2,0,2),, v (0,—2,1) est4 representado por:

zy 2z 1
11 —-11
Llg o 21|70
0—-2 11
2. Ter—9dy—42=6
zT Yy =z
3.1 -1 3 ([=0
-2 -2 —1
4, =z=1 _ y=1 _ z+1
7 5 4

11) Para R® es correcto afirmar que:

1. Una recta y un punto determinan un plano.
2. Unarecta y un plano se cortan o son paralelos.
3. Dos rectas se cortan o son paralelas.

4. Dos planos se cortan o son paralelos.

Las proposiciones verdaderas en R? son:

1. Dos rectas paralelas a una tercera son
paralelas.

2. Dos rectas perpendiculares a una tercera son
perpendiculares.

3. Dos planos paralelos a un tercero son
paralelos.

4. Dos planos perpendiculares a un tercero son
paralelos.

7) Las condiciones bien establecidas en el espacio son:

1. Dos rectas paralelas a un plano son paralelas.

2. Dos rectas perpendiculares a un plano son
paralelas.

3. Dos planos paralelos a una recta son
paralelos.

4. Dos planos perpendiculares a una recta son
paralelos.



10.7. Recursos informaticos recomendados

10.7.1. Recursos de calculo online
1. OnlineMSchool: ofrece en su calculadora http://es.onlinemschool.com/math/assistance/
cartesian_coordinate/p_to_line/ la posibilidad de determinar las ecuaciones paramétri-
cas y simétricas de rectas tanto en dos como en tres dimensiones.
En http://es.onlinemschool.com/math/assistance/cartesian_coordinate/plane/ se pue-
de determinar la ecuacién de un plano dado, o bien los tres puntos que lo determinan, o
bien el vector normal al plano y un punto que se encuentra en el plano.
El link http://es.onlinemschool.com/math/assistance/cartesian_coordinate/p_plane/
posibilita encontrar la distancia entre un punto y un plano, y http://es.onlinemschool.

Seccion 8: Educacion de la recta y el plano I

com/math/assistance/cartesian_coordinate/plane_plane/ permite evaluar la distancia
entre dos planos paralelos y, de hecho, permite establecer silo son o0 no, si no se verifica
la condicién de paralelismo advierte que los planos se entrecruzan.

http://es.onlinemschool.com/math/assistance/cartesian_coordinate/p_line/ ofrece la
posibilidad de evaluar la distancia entre un punto y una recta en el espacio. La en-
trada de la ecuacién de la recta se puede dar en forma simétrica (llamada candnica) o
paramétrica.

Los vinculos http://es.onlinemschool.com/math/assistance/cartesian_coordinate/pla-
ne_angl/ y http://es.onlinemschool.com/math/assistance/cartesian_coordinate/plane_
line/ permiten, respectivamente, determinar el angulo entre dos planos y el angulo
entre una recta (dada su ecuacién ya sea en forma paramétrica o simétrica) y un plano.

Ademas en cada uno de los links se ofrece una pestafa adicional donde se presenta
la teoria relacionada con cada uno de los temas.

2. Wolfram Alpha: Le permite mediante la entrada line through (z1,y1,21)and (22,9,22) en-
contrar la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por (z1,y1,21) y (22,4s,22), ofreciendo
ademas en el mismo calculo una representacion grafica (estatica), la distancia entre los
puntos y el punto medio del segmento determinado por los mismos. Con plane through
(20y1,21), (22,99,22), and (z3.92,23) permite evaluar la ecuacién del plano determinado por
los dos puntos, entrega ademas la representacion visual del mismo (estatica) y entrega

el vector normal al plano.
137
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3. El archivo en pdf que pone a disposicién matematicas online, en su link https:/www.
matematicasonline.es/cidead/libros/2Bach_Mat_II/apuntes/puntos_rectas_planos.pdf
contiene una amplia bateria de ejercicios que usted podria intentar reconstruir.

10.7.2. Algunos videos de apoyo

1. Intersecciéon de dos planos y angulo entre planos https:/www.youtube.com/watch?-
v=6990yLiK-z8 (13:47)

2. Ecuacién de la recta y el plano https://www.youtube.com/watch?v=NErQa3pFOdJo
(11:40)

3. Ecuacion del plano dado tres puntos (Uso de determinantes) https://www.youtube.com/
watch?v=xyD7-kPx6pg (7:53)

4. Ecuacién de un plano dados tres puntos (Sistema de ecuaciones) https://www.youtube.
com/watch?v=MIbfsTqkleg (11:41)

5. Ecuacién de un plano dados tres puntos (Vector normal - punto) https://www.youtube.
com/watch?v=7cXx_T26gMQ (9:14)



ESPACIOS Y SUBESPACIOS
VECTORIALES REALES

11.1. Introduccion

Los espacios vectoriales son objetos matematicos muy importantes en un curso introductorio de

algebra lineal y su estudio es ineludible dado que los objetivos especificos consisten en entender,

aplicar e implementar las transformaciones lineales (TL). Las TL son funciones de un espacio vec-

torial en otro (con dos atributos especiales), por lo cual, en primera instancia debemos estudiar los

aspectos basicos del espacio vectorial: su definicién y algunas formas de argumentacién en ma-

tematicas que nos ayudan a la organizacién y sistematizacién del pensamiento. Si requiere for-

talecer la fundamentacion basica en los espacios vectoriales puede consultar los libros de Anton
(Anton, 1984, pags. 137-147), Kolman & Hill (Kolman & Hill, 2013, pags. 227-237) y Grossman
(Grossman, 1996, pags. 292-305). Para estudios mas avanzados de los espacios vectoriales lo invi-
tamos a consultar Hoffman & Kunze (Hoffman & Kunze, 1973), Lezama (Lezama, 2018).

Un espacio vectorial real V es un conjunto de objetos, llamados vectores dotados de dos operacio-

nes binarias, una llamada suma @ y otra multiplicacién por escalar © y que satisfacen los si-

guientes diez axiomas simultaneamente:

1.
2.
3.

ot

Leyinterna (cerradura o clausurativa) delasuma: Siu € V, yv € V,entoncesu ®@v € V.

Ley asociativa de la suma: Para todo w,o,w €V, (u @ v)®w = u ® (v O w)

Ley modulativa (existencia del neutro) de la suma: Existe un vector 0 € V tal que para

todoueV,u®0=00u=u

Ley del inverso de la suma: Si u € V, existe un vector —u € V tal que u ®(—u) =0

Ley conmutativa de la suma: Siu € VyveV, entonces u®v=v®u

Ley interna (cerradura o clausurativa) de la multiplicacién: Si uw € V' y @ € R, entonces
a®ueV. 139
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11.2.

Primera Ley distributiva: Siu € V,v €V y a € R, entonces 2 O(u®v)= (¢ @u)® (¢ ®v)
Segunda Ley distributiva: SiueVy «,8 €R, entonces (¢ +£)0u=(¢Qu)®(BOu)
Ley asociativa de la multiplicacién por escalar: Siu € Vy «,8 € R, entonces

(aB)Ou=a0(BOu)

Ley modulativa de la multiplicacién por escalar: Para todo u € V, 1Qu=u
La 4-upla (V,R, ®,©) es un espacio vectorial si satisface los diez axiomas mencionados.

Objetivos de informacion

Analizar los axiomas para definir un espacio vectorial.

Extender la definicién de vector al concepto de vector en el dlgebra lineal.

Estudiar la definicién y las caracterizaciones de subespacio vectorial.

Argumentar desde la matematica la decisién de si una 4-upla es espacio vectorial o no.
Usar los diferentes tipos de razonamiento para decidir si un objeto es o no un subespa-

c1o vectorial.

A

/ \
/ 2\
J 11 \
r 11 ‘%,?_
c:g‘ e \%
/ 9O \
L A Y

11.3. Ejemplos resueltos

11.3.1. Primer ejemplo. Tedrico. El conjunto de puntos en R’ que se encuentran en una recta

que no pasa por el origen no es un espacio vectorial con las operaciones usuales.

Solucion:
Para argumentar que una 4-upla (V,R, ®,©) no es un espacio vectorial es suficiente
con identificar un axioma que no se satisface. No hay necesidad de listar todos los axio-
mas que incumple. En este caso note que la forma general del conjunto de puntos es
V={(z,y):y = mx+b,con b # 0} y las operaciones son las usuales.

No se satisface la ley clausurativa porque al sumar dos pun-
tos del conjunto, el punto resultante no hace parte del conjunto. Es decir,
(z1,ma1 + b)+ (22, ma2 + b) = (21 + 22,m(21 +22) + 2b) y este punto ya no hace parte de V.



Cuando se sustituye z =z1 + 1> en y =mx +b se encuentra y = m(x +122)+b. El punto
con primera componente z; + s es (z1 +z2,m(z1 +22)+b).

Para una visualizacién de lo escrito, considere V = {(z,y):y = 3z — 1}. Dos puntos del
conjunto son (0,— 1)y (1,2), cuando se hace la suma (0,—1)+(1,2) =(1,1). No obstante,
al evaluar z =1 en la ecuacion de la recta se obtiene y = 2, y por esto (1,1) E V.

11.3.2. Segundo ejemplo. Teérico. Para V en R* se definen las operaciones suma y multiplica-

., +o+1 +1)—1
cién por escalar como (Z)@<Z):(2+Z+ 1) y a@(z) :(Zng 1;_ 1). LV.R,®,0) es un

espacio vectorial?

Solucidon:
Con animo netamente ilustrativo se hace la verificacion de cada axioma en extenso:

Seccion 9: Espacios y subespacios vectoriales reales I

1. Sean a€V,beV, entonces a+beV. Sea a =<yi),b =<y§) esta por definicién de la

operacion.

T T2 ntxtl Toto+1 T2 T
2. a®b=b®a, entonces a®b (y1)®<yz> <y1+yz+1) (yz+y1+1> (yz) (yl) a

3. (a®b)®c=a®b®c)con a= (xl)vb =<x2)’c :(x?’)
U Y2 Y3

AN r3\ _[(mtatl v\ _[(mtmtltastl
(a@b)®c_<<yl>®(y2))®(y3>_<y1+y2+1>@(y3)_(y1+y2+1+y3+1>

(ot mtltos+l) (ot (mta+l)+1 (:a <x2+x3+1
Asi, = = @ =a®bdc).
(y1+y2+1+y3+1) (y1+(yz+y3+1)+1> w) \pty+1) ¢ (b®e)

4. Existe 0€V tal que a®0=0®a =a. Se determina el elemento neutro sea 0 = <i),

+s+1 . .
nrs (" igualando componentes z1 +s+1=z10s+1=0,asis=—1y

entonces <
Y

1
analogamente t =— 1. Por tanto, 0 = < 1) yoevV.
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6. Siae R, xreVentonces aOzr eV, a/O(Z>=<

5. Paratodo z € V existe —z tal que z ® (—z) = 0. Sea el elemento inverso —z = (5) y como

q ytqgtl —1

1igualando componentes z1+p+1=—1, asi p=—2z1— 2 y andlogamente ¢ =— x> — 2. Por

. . . —1 5l P ntp+1 -1
en el axioma anterior se tiene que 0= 1 entonces y @ = =
- 1

_ —x1— 2
tanto, x—(_x2_2)y zeV,

a(z+1)—1

aly+1)— 1) € V (definicién).

7. a0(a®b)=(¢®a)®(¢®b). Entonces,

<x1+:rz+ 1)=<a/(x1+x2+ 1+1)—1>:(a(g:1+ 1)—1) <a/(x2+1)—1

ntypt+l) \elpt+ypt+l+l)-1 a(y+1)—1 a(y+1)—1)=(a®“’)@(“®b)

8. (a@pB)O(W)=(¢Ov)®(BOwv), tenemos

[+ B)z+1)—1\ [axt+a—-1+PBzx+B—1+1
(“@B)Q(”)_<(a+,8)(y+1)—1)_<ay+a—1+3y+5—1+1)

:([a(x+1)—1]+[,8(a:+ 1)—1]

[a(y+1)—1]+[B(y+ 1)_1]):(QQU)@(B©U)

9. aff) Ov=a O (B Owv) desarrollando el lado derecho de la igualdad se tiene:

O(B(:c+ 1)—1):<a[/3(x+ 1)—1+1]_1)

Bly+1)—1) \e[By+1)—1+1]-1
_falBz+1)]-1\_[aB@+1)—-1) _
_<0![B(y+1)]—1>_(aﬁ(y+1)—1)_(“B)Q’”

. x 1(z+1)—1 z+1-1 T
. 10v=u. : = = -
10. 10Ov=w. Se tiene que 1©<y) (1(y+1)—1) (y+1—1> (y)
Al cumplir los diez axiomas, entonces se concluye que (V,R, ®,®) es un espacio vectorial
real.



11.3.3. Tercer ejemplo. A continuacion listamos algunos de los espacios vectoriales mas comunes:

Espacio vectorial trivial V' ={0} con las operaciones usuales (ordinarias), ({0}, R, +,-)
es un espacio vectorial real.

El conjunto de puntos en R” de una recta que pasa por el origen, V={(z,y):y = mz}
con las operaciones usuales es un espacio vectorial.

El conjunto de puntos en R? que se encuentran en un plano que pasa por el ori-
gen es un espacio vectorial. Es decir, (V,R,+,:) es un espacio vectorial donde
V=A{(z,y,2):ax +by+cz=0}

Definiendo P, = {p(z):p(x)es un polinomio de grado igual a n} dotado con las operacio-
nes usuales, (P, R, +,-) es un espacio vectorial.

(C[0,1]} R, +,-) es un espacio vectorial, donde C[0,1] = {f:f es una funcién continua en
[0,1] a valor real} y las operaciones de suma y multiplicacién por escalar son las usua-
les en las funciones.

(Muxn, R, +,) es un espacio vectorial considerando M. x.(R) = A:A es una matriz de or-
den mXn con entradas en R y las operaciones son las usuales para matrices.

11.3.4. Cuarto ejemplo. Teérico. En R? determine si el conjunto de vectores W = {{z,y):2* +y* < 4}

con las operaciones usuales es un subespacio vectorial.

Solucion:

Para iniciar la soluciéon debemos visualizar el conjunto W como un conjunto de vectores
cuyo punto inicial esta en el origen y el punto final esta en la frontera o en el interior
de este circulo con centro en (0,0) y radio 2. W con las operaciones usuales no puede ser
un subespacio de R? porque no satisface la cerradura para la suma de vectores. Con
u=(0,2) y v=(2,0)€ W, y se observa que w=u+v & W. El punto final de w no est4 ni
en la frontera ni en el interior del circulo, como se ve en la Figura 24.

Seccion 9: Espacios y subespacios vectoriales reales I
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Figura 24. Circulo con centro en el origen y radio 2.
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Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

11.3.5. Quinto ejemplo. Tedrico. Determine si W definido como el conjunto de polinomios de grado
menor o igual a 2 con término independiente igual a cero es un subespacio vectorial de P,.

Solucion:
Se verificaran las dos cerraduras: la de la suma y la de la multiplicacién por escalar.
Para la cerradura de la suma hay que considerar dos polinomios diferentes, sean
p(t)=at* +ait+aoy p2(t)=bst’+bit+bo
dos polinomios en W. Eso implica que los términos independientes son 0, asi, g =0y
bo = 0. De modo que al sumar entrada por entrada se obtiene:
p(t)+p2(t)= azt’ + art +bt* + bit =az + b)) t* + (a1 + by )t

El término independiente p: (¢)+p2(t) es 0, que es la condicién para estar en W. Asi,
W es cerrado bajo la suma. Ahora, para la cerradura bajo la multiplicacién por esca-
lar, tome el polinomio p(t)=ast*+ ait + a0 que pertenece a W, es decir, ao = 0. También
considere @ un escalar. Al efectuar la multiplicaciéon entrada por entrada se obtiene:

ap(t)= a(at*+ at+a)= aat*+ aat+ aa = aat* + aa

Como el término independiente es aao = 0, ap(t ) € Wverificando la cerradura bajo

la multiplicacién por escalar. En conclusién, W es un subespacio vectorial de P,.

ALGEBRA LINEAL. Modelacion, solucion de problemas v ejercicios
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a’ a
0 a
les para V = M,..(R) es un subespacio vectorial real.

11.3.6. Sexto ejemplo. Tedrico. Determine si W = {A:A = ( ),a S R} con las operaciones usua-

Solucion:
W asi definido no puede ser un subespacio de V porque no satisface la cerradura

para la suma. Considere las matrices (g g) y ( 0 i) que pertenecen a W, su suma es

13 5 ) . ‘
(?) S)+<g 121) - (1(;g 153>' Pero < 0 13) €& W porque a = 5 implica a’ = 25.

11.4. Ejercicios guiados

11.4.1. Primer ejemplo. Determine si el conjunto V ={(z,y) € R*:y = ma,x > 0}, es un subespacio
vectorial del espacio vectorial R?.

Recuerde que para subespacio solo necesitamos verificar la cerradura para la suma y
cerradura para el producto. (Tenga en cuenta que para algunos ejercicios de estos es
suficiente hacer un pequeno analisis y determinar si el elemento 0 pertenece al con-
junto, en caso de no estar aqui ya podria concluir que no es subespacio. Otra opcion de
solucién es la busqueda de un contraejemplo, es decir, un caso particular que no satis-
face las condiciones para estar en el conjunto).

Tome los elementos v = (z1,11) € V,y v2 = (22,52) € V, ;Cémo interpreta el hecho de que
estos dos puntos pertenezcan al conjunto V? (Hay que describir la hipétesis, es decir,
el supuesto).

.....................................................................................................................

Seccion 9: Espacios y subespacios vectoriales reales I
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,Qué deberia ocurrir para que v +v: € V? (esto hace referencia a su tesis, es decir, a lo
que debe llegar a través de su hipétesis). Calcule v+ v2. jvi + v satisface la condicién
para estar en el conjunto?

© 6666606006000 60 000000000000 0060 0000600600000 000000006000000000000000000000000000600600600600000000000s0000ssssssssssssosssss

Ahora, inicie con su hipétesis y a partir de ella haga operaciones intentando llegar a
su tesis.

(El conjunto V es cerrado para la suma?

Ahora, si la respuesta anterior fue negativa ya podria afirmar que el conjunto dado no
es subespacio vectorial y ahi terminaria el ejercicio. En caso contrario, debe pasar a
comprobar la cerradura para el producto. Para la cerradura del producto, tome un es-
calar k € R, y un elemento v =(x,y) € V, al igual que se hizo para la cerradura de la
suma ;Qué le indica que v = (z,y) € V? (esto se considerara como hipétesis).

@ 6666 606006000606 000 0000000000600 0060060606000 000600060000000000000000000000060000600600600600000000000s000ssssssssssssossssse

Se desea probar que kv € V, siendo k € R y el elemento v € V, ;qué obtiene al efectuar
la operacion kv?
(,Como debe ser kv para que pertenezca a V? (esta sera la tesis).

@ 6666606606000 00 0600000606006 0000008000000 00000000006000000000000000600006006006006000000000000000000ssossossossssssssssssnsss



Al igual que se hizo para la cerradura de la suma, inicie con la hipétesis y determine
si puede llegar a la tesis.

(Cudl es su conclusién? ;V es o no subespacio vectorial del espacio vectorial de R*?

11.4.2. Segundo ejemplo. Demuestre que las matrices simétricas de tamano 3X3 son un subes-
pacio vectorial del espacio vectorial de las matrices 3X3.

a b c
Para empezar este ejercicio, /qué quiere decir que la matriz A =|d e f|, sea simétrica?
g h i

Al tener claro qué significa la matriz simétrica de tamafio 3x3, para definir el conjunto

abc
W, complete los espacios vacios: W=1|d e fleMsx3(R):b= |c= | f=
g h

Como ya se tiene claro el conjunto W, vamos a repetir el proceso del ejercicio guiado
anterior, esto es:

a b oa a by o
Cerradura para la suma: Tome los elementos A=|di e1 i|leW,yB=|d> e p|E W,
g o g2 ha

calcule A+ B:

© 8006000006000 00060000006000 0000080000000 00000000000060000000000000000000000000000600000000scssssssssssssssssosscssossoscse

Seccion 9: Espacios y subespacios vectoriales reales I
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,Qué significa que A y B pertenezcan a W? (reinterprete su hipdtesis). /Qué indica
que A + B pertenezca a W? (esto explica la tesis, es decir, a lo que debe llegar a tra-
vés de la hipétesis).

Ahora inicie con su hipétesis y a través de esta, haciendo operaciones con las matrices,
determine si puede llegar a su tesis.

Ahora, si es cerrado para la suma, continde con este paso; en caso contrario ya podria
afirmar que el conjunto dado no es subespacio vectorial (lo cual seria contradictorio,

dada la pregunta de este ejercicio).

© 6666 606006600600 0000006000000060 0060600060600 0006000060000000000000000000000060000600600006000000000s0s0ssssssssssssssosssss

a b c

Para la cerradura del producto, tome un escalar £ € R, y un elemento A=|d e f|e W,
g h i

,Qué le indica que A € W? (esto se considerara como hipotesis).

© 6666606606000 60 0000000000000 60 0060600000000 000060600000000000000000000000600006006000060000s0s00s0ssssssssssssssssossssse

Recuerde que se desea probar que para el escalar k€ R y el elemento A€ W, kAe W,
(,Qué obtiene al realizar la operacion kA?

@ 6666606606000 00 0600000606066 0000006000000 000000000060000000000000006000060060060060000000000000ss0sscsssossossssssssosssssssss



,Qué deberia ocurrir si kA € W? (esta sera la tesis).

@ 8 666000000000 00 000000000000 00000060000000000000000000000000000000600600006000000000000ssssssssssosssossssesosasnsnssssssse

Al igual que se hizo para la cerradura de la suma, inicie con la hipdtesis y determine
s1 puede llegar a la tesis.

© 0006000000000 000000000000 0000000000000 000000000000600000000000000000000000060000000000s0ssssssssssssssssssosscssssoscse

;Cudl es su conclusién?

11.4.3. Tercer ejemplo. Sea W el conjunto de vectores en R? cuya cola es (0,0) y cuya cabeza es
(z,y), donde (z,y) satisface |z| < 1,|y| < 1. Determine si W es un subespacio vectorial de R?.

Para tener una imagen mental del conjunto, empiece por hacer un grafico en el pla-

no zy. ;,Qué ocurre si toma dos vectores dirigidos (ojala con cabeza en las esquinas
del cuadrado)?

@ 6666000006000 00 000000000000 00000080000000000600000600000000000000000006006006000000000000000s00000cssosssessssssnsnsssnsss

Tome estos vectores y simelos para ver la cerradura de la suma y verifique que lo que
intuye del paso anterior es cierto.

(Cual es su conclusiéon acerca del conjunto W?

Seccion 9: Espacios y subespacios vectoriales reales I
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11.5. Ejercicios propuestos

11.5.1. Demuestre que W ={(z,y) € R:y = c2*} es un espacio vectorial.

11.5.2. Determine si el conjunto W ={az’+ bz + ¢ € Pxa = ¢} es un subespacio vectorial de P.
a b
11.5.3. Determine si el conjunto W=1|c d|€ Mox3(R):a=0,f=0,b+c=d; es un subespacio

e f

vectorial de Myxs.
11.5.4. Demuestre si W ={(z,y) € R:2*+y* < 4} es un subespacio vectorial de R
11.5.5. Demuestre si W = {(z,y,2z) € R>:2 =22+ 2y + 1} es un subespacio vectorial de R®.
11.5.6. Determine si el conjunto V ={(z,y) € R:y = mz,y = 0} es un subespacio vectorial de R*.
11.5.7. Determine si W = {(z,y) € R%y = mz+ 3} es un subespacio vectorial de R
11.5.8. Determine si W= {(x,y) e Ry = \/E} es un subespacio vectorial de R
4

11.5.10. Determine si el conjunto W ={at*+ bt*+ct +d € P:a = b,c =—d} es un subespacio vecto-
rial de Ps.

11.5.9. Determine si W= {A € Myx2 (R):A = (yzc y)} es un subespacio vectorial.



11.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Este apartado, como usted ya habra podido evidenciar, puede resultar bastante novedoso desde lo que usted ha-

bia manejado. Los elementos vectores ya pueden ser cualquier objeto y no simplemente los segmentos dirigidos

(podrian ser matrices, conjuntos de puntos, polinomios, funciones, etc.), las operaciones de “suma” y “multiplica-

cién por un escalar” pueden ser nuevas (en la medida en que podrian no ser las usuales y estar definidas de una

manera no convencional) y los elementos nulo e identidad también pueden, y suelen, ser no convencionales (es de-

cir, no son el “cero” y “uno” usuales).

Asi las cosas, es importante que antes de abordar este conjunto de preguntas usted revise los referentes ted-

ricos presentados en la clase magistral 9, reconstruya y solucione los ejercicios y ejemplos presentados de una

manera analitica.

11.6.1. Preguntas de seleccion mdultiple con tnica
respuesta.
1) SeaV=Mx:(Z),y z,y2€V yacR, ylasuma

2)

y producto por un escalar definida de la mane-
ra usual, entonces V no es un espacio vectorial
porque:

A z+y&EV

B. 2+ 03x2 # 03x2+

C. ax &€V para toda «

D. z+(y+2z2) # (x+y) +=

En R? con la suma definida por

(o) + @, y2) = {an + 22+ 1,41 + 12+ 1), y la multi-
plicacién por un escalar de la manera usual, el
elemento nulo (médulo) de la suma sera:

A. (0,0)

B. (1,1)

CHEID

D. (-1,-1)

3)

4)

En R* con la definida  por
(@1, y0) + (@2, 92) =z + 22+ Lyi +2+ 1), y la mul-

tiplicacién por un escalar de la manera usual, el

suma

elemento inverso sera:

A, (z,y) Hoypy ={(z+22+ 1,y +pp+1)
B. —i—m—1,—yi—yp—1)

C. (—z1—2,—y—2)

D. (—z1+2,—y+2)

Si V es un subconjunto de R?, con las operaciones
definidas como:

T T2 ntxtl a az .
&) = a® = se tiene
(yl) <yz) (y1+yz+ 1) Y (y> (ay)
que V no es un subespacio vectorial, pues:

A. Noexiste0 eV talque 0@ u = u ®0 = u para
todou eV

B. No existe —u €V tal que ~u®u =0 para
ueV

C. Sia,feR(@+p)Outa@u+L0Ou

D. Siu,v €V entonces u®v#v®du

Seccion 9: Espacios y subespacios vectoriales reales I
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11.6.2. Preguntas de seleccién multiple con multiple

5)

6)

7)

respuesta
En las siguientes preguntas:
Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

Si se tiene el espacio R?, entonces un subespa-
cio de R? es:

9)
1. T={(z,y,z):ax+by+cz=d,cona,bc,dE RAd#0}

2. V={a,b,c)a,b,cERAa=b=c}
3. W={0,z,y)z,y e R}
4. R={(z,y)z <y}

Son subespacios de R” sobre el conjunto de los

reales:

1. P={(z,y):x <y}

2. Q={(z,y)z=y}

3. R={(z,y)x+4y=0}
4. S={(zy)r=y—1}

Si Z={p(z)=a+amz+ar’+wmz*aw,ucR} y
W ={q(x) = b+ biz + biz*bo,b. € R}, entonces:

7 es un subespacio de P

W es subespacio de P; solo si by =0

W es subespacio de P;

= 80 e =

Z no es un subespacio de P;

8) Sea BZ{A:AZ(i Z),a,b,c,dER/\a-i-d:O} y

0 —a

W= {A:A = ( ),a S R} entonces
a 0

1. W es un subespacio de Msx»(R)

2. B es un subespacio de M2 (R)

3. B es subespacio de Max2(R) solo para los es-
calares @ = 0

4. W no es un subespacio de Myx2(R)

Si S={(z,y,z,w)eR2—2=0,22+y=0} , y

R=A{(z,y,z,w)ER:—2+y+22=0,—3z+2w=0}

se tiene que:

1. S es un subespacio de R*

2. R es subespacio de R* solo para los escalares
a=1

3. R es un subespacio de R*

4. Sno es un subespacio de R*

Los subconjuntos que son subespacios vectoria-
les H de los espacios dados V son:
1. V=R H={(z,y,2)y=2z+1}

2. V—szs(R),H—{A:A_(O nt2 0)}

n 0 m
00
3. V=M1XZ(R),H={A:A=(G b)cona,beR}

4. V=P, H={at’+at+acona =0}



11.7.

Recursos informaticos recomendados

11.7.1.

11.7.2.

1.

Recursos de calculo online

Dado que los elementos desarrollados en este apartado tienen un alto contenido tedrico y
el ser o no espacio vectorial, asi como el ser subespacio o no, depende no solo del conjunto
(o subconjunto) definido, sino ademas de la forma en que se definan la operaciéon suma y el
producto por un escalar, no existen calculadoras o programas online que permitan verifi-
car si un conjunto o subconjunto satisface las propiedades requeridas. Mas adelante se pon-
dran unas ciertas propiedades, pero asumiendo que se trata de un espacio vectorial o que
hay una definicién bien determinada de las operaciones.

Algunos videos de apoyo
Axiomas de espacio vectorial https://youtu.be/DDnvOWezmZU (4:57)

2. Subespacio nulo https://www.youtube.com/watch?v=SH9319-duUo (12:45)

10.

. Elementos nulo y opuesto de una operacién (Espacios vectoriales) https://www.youtube.
com/watch?v=hKsrznGLv4I (4:58)

. Subespacios vectoriales (No ejemplo) https://www.youtube.com/watch?v=SnJmY6SF754
(4:29)

. Subespacio vectorial (Ejemplo 1) https://youtu.be/BbqlunuOLjY (5:08)

Espacio vectorial real - operaciones no usuales (Parte 1) https:/www.youtube.com/wat-

ch?v=0GE_3PGgl_o (11:40)

. Espacio vectorial real - operaciones no usuales (Parte 2) https://www.youtube.com/wat-
ch?v=CcPTQyPwdxQ (11:03)

. Espacio vectorial real - operaciones usuales (Parte 1) https://www.youtube.com/watch?-
v=uBdJsvf1ZNPE&t=3s (11:25)

. Espacio vectorial real - operaciones usuales (Parte 2) https://www.youtube.com/watch?-

v=wpEIGePyfmU (10:22)

Espacio vectorial real (Definicién y axiomas) https:/www.youtube.com/watch?v=0m_

LU-qHTVA (12:22)
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SEGUNDA AUTOEVALUACION

PREGUNTAS DE SELECCION MULTIPLE CON MULTIPLE RESPUESTA

En las siguientes preguntas:

Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.

Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos. A.

Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos. B.

Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos. C.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

D.

1) Para w=(—2,1,3), v={0,—1,—3) y w=(1,0,2),

es clerto que:
A u (vXw)=4

B. u-(vXw)=6

C pProy.w = <07 59 5

3) El tridngulo con vértices (1,2,3),(4,1,3) y (4,6,4)
satisface que:

Es un triangulo rectangulo.

Es un triangulo is6sceles

Tiene como perimetro 14.17 unidades
lineales.

Tiene area de 7.66 unidades cuadradas.

PREGUNTAS DE SELECCION MULTIPLE CON
UNICA RESPUESTA

4) El punto en el que la recta

D. 2wX (— =(2,—6,—4) =213t y=—4t,z=5+tteR
corta al plano 4z + 5y — 2z = 18 es:
2) Los subconjuntos que son subespacios vectoria- A (322)
les H, de los espacios dados V son: B. (—4-2-16)
A V=R H={(z,y,2):2z+y+2=0} C. (2.05)
B. V= Pz,H {Clzt +at+ aocon ao = 0} D. (—483)
at4 a0
C. V=Mus(R),H = {A:A :( a 0 b) cona,be R} 5) El 4ngulo entre los planos z+z2=1yy+z=1es
A
D. V=M::(R),H= A'AZalconabER ’
5 2x3 ) : o 6 s B. %
C 1z
D. &
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6) Sean Py @ dos puntos en R?, se llama plano me-
dio al plano que contiene el punto medio del seg-
mento PQ y que a su vez es perpendicular a PQ .
La ecuacién del plano medio determinado por los
puntos P(1,1,3) y Q(—1,2,4) es:

A z+ty+3z=14

B. —2+2y+42=14
C. 2r+y+z=5
D. z+2y+42=6

TABLA DE RESPUESTAS

A|B|C|D]|E

PREGUNTAS ABIERTAS

7) Halle el volumen del paralelepipedo determina-
do por los vectores PQ, PR y PS, donde P(0,0,1)
Q(1,1,2), R(-3,0,-1) y S(3,2,-1).

8) Determine si las rectas L; y L, son paralelas, se
cortan o son oblicuas. Si se cortan encuentre el
punto y el angulo de interseccion.
Li=(32,—4)+t{1,1,—-3)teR
L, =(—1,0,1)+s(1,4,—2):s€R



CONJUNTO GENERADOR,
ENVOLVENTE LINEAL E
INDEPENDENCIA LINEAL

13.1. Introduccion

Después de estudiar los espacios y los subespacios vectoriales debemos emprender el estudio de
conjuntos especiales que permiten representar como combinacién lineal a cualquier vector del es-
pacio sin emplear muchos vectores. Estos conjuntos se denominan bases de un espacio vectorial o
de un subespacio vectorial. En nuestro curso, la utilidad de las bases recae en que mediante ellas
podemos verificar propiedades del espacio completo. Para llegar a las bases se requieren dos con-
ceptos como prerrequisitos: uno de ellos es el conjunto generador y el otro es el de independencia
lineal. Estos dos conceptos se abordaran en esta seccion.

13.2. Objetivos de informacion

Distinguir las diferencias entre los conceptos que estan ligados a la combinacién lineal
de vectores.
* Decidir cuando un conjunto genera un espacio vectorial.
+ Caracterizar geométricamente las envolventes lineales de subconjuntos en R’ compues-
tos por un vector o dos vectores.
+ Favorecer la implementacion de los teoremas de caracterizacion de independencia li-
neal en vez de la definicién.
Implementar el wronskiano como técnica para determinar la independencia lineal (LI)
en el espacio C(—oo,0).
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13.3 Ejemplos resueltos

13.3.1. Primer ejemplo. Teérico. (Es t — 1 una combinacién lineal de ¢t + 3y —2t + 4?

Solucion:
La pregunta debe reescribirse para tener un punto de inicio para el calculo, asi que de-
bemos encontrar escalares @, y @, tales que @, (t+3)+a,(—2t+4)=t—1.

Conforme a las operaciones entre polinomios, se tiene que
(@, —2a,)t+ (3a, +4a,) =t —1.

Comparando entrada por entrada se obtiene { @ —2a,=1 . Al resolver el sistema

3(11+4(1'2 =1

se encuentran @, =+ y @, =—=. Por tanto, +(t+3)—%(—2t+4)=¢— 1. Asi que la res-

puesta es si.

13.3.2. Segundo ejemplo. Tebrico. j{—t*+t+ 3, — 4} genera a P,?*

Solucion:
Se tiene que resolver la ecuacién @, (—¢*+t+3)+ @, (t* —4) = at* + bt + ¢ donde el polino-
mio del lado derecho es un polinomio genérico de P,.

Procediendo como en el ejemplo anterior (—a: + @.)t* + @t + (32, — 4a.) = at’* + bt +c.

—ata,=a
El sistema resultante es a;=b . La matriz aumentada correspondiente es
3a,—4a,=c
-1 1 |a 10 b
1 0 |p| vy la matriz escalonada reducida es [ 1| ¢+b | Este sistema solo
3 —4lc 0 Olda+b+c

4 Este ejemplo es distinto del anterior porque en este caso se pregunta si cualquier vector (o un vector genérico) es una combina-
cién lineal de los que se encuentran en el conjunto. En el ejemplo anterior se preguntaba por un caso particular.



es consistente cuando 4a+b+c =0, en cualquier otro caso no. Por tanto, el conjun-
to {—t*+t+3,’—4} no genera a P,. Un polinomio como #*+¢+1 no es una combina-
cién lineal de —#*+¢t+3 y t*—4, para t’+t+1,a=1,b=1y c=1 de tal forma que
4a+b+c=6+#0.

13.3.3. Tercer ejemplo. Aplicacion. A partir de una mezcla de 6 gramos de uvas pasas rubias, 7
gramos de mani sin sal y 4 gramos de almendras y de otra mezcla de 9 gramos de uvas
pasas rubias, 12 gramos de mani sin sal y 6 gramos de almendras, se quiere obtener un
nuevo producto con las siguientes condiciones: 10 gramos de uvas pasas rubias, 2 gra-
mos de mani sin sal y 3 gramos de almendras. ;Es posible hacer esta mezcla de mezclas
con las especificaciones dadas?

Solucidn:

Paso 1: Discusion del problema: Desean hacer una mezcla a partir de dos mezclas de
productos. Cada mezcla base tiene los mismos ingredientes y la resultante también; no
obstante, debemos saber si podemos cubrir las especificaciones que se proponen para
el nuevo producto.

Paso 2: Definicién de las incognitas presentes en el modelo.

a;:= escalar que multiplica al vector que representa la mezcla 4, tal que i =1,2.

Paso 3: Restricciones o limitaciones del problema. @:(6,7,4)+ @.(9,12,6)=(10,2,3). Lo

6a:+9a, =10
que es equivalente a 17a, + 12a, = 2.
4da,+6a,=3

Paso 4: Condiciones técnicas: a; = 0.

Paso 5: Escoja el método con el que va a resolver el sistema (o el objeto matematico
que represente la situacién). El sistema se resolvera por eliminacién de Gauss-Jordan
porque es 3X2.

Paso 6: Resuelva el sistema (o el objeto matematico que represente la situacién).

Seccion 11: Conjunto generador, envolvente lineal e independencia lineal I
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6 9 [10 10(0
La matriz aumentada |7 12| 2 | y la matriz escalonada reducida es [ 1|0 |- De donde

46 |3 0 0f1
se concluye que el sistema es inconsistente.

Paso 7: Validaciéon de la solucién: Sistema inconsistente.
Paso 8: Solucién al modelo. No es posible crear el nuevo producto a partir de los pro-

ductos existentes.

13.3.4. Cuarto ejemplo. Teérico. Describa el aspecto geométrico y haga una grafica de las envol-
ventes lineales H, ={(2,3,—4)) y H,={{3,—2,0),{1,1,— 1)) como subespacios de R’.

Solucion:

Este ejercicio indaga por H, que es el conjunto de todas las posibles combinaciones li-
neales de (2,3, —4). Como es un solo vector las combinaciones lineales resultan ser
multiplos escalares de (2,3, —4).

Asi, H ={(2,3,—4)={v=1(2,3,—4),t € R}. Cualquier vector vEH,,
v={z,9,2)=12,3,—4), t R, de modo quex = 2t;y = 3t;2 =— 4¢t. Como ¢t € R, estas son
las ecuaciones paramétricas de una recta. Por tanto, H, es una recta que pasa por el
origen y su grafica esta en la Figura 25 (a).

Ahora, H,={((3,—2,0)(1,—1,-1))={v=a:(3,—2,0)+a,{1,1,— 1) con @,,a. € R}, es
decir, H, como envolvente lineal es el conjunto de las combinaciones lineales forma-
das por los dos vectores. Para v € H,, v ={x,y,2) = {3, — 2,0)+ @:(1,1,— 1). Al conside-
rar v = (z,y,z) fijo, esta ecuacién representa un sistema cuyas incégnitas son @:ya-,

xr = 3(11 + s
y=—2a,+a,
Z =0
3 1|z
La matriz aumentada es |—2 1 |y| y la matriz escalonada reducida es
0 —1|z
L3]S
01 s y5 .Este sistema solo tienen solucién cuando 2z+3y+52=0, es decir,
r+3y+5z
0 —5



2’”357“5'2 = (. Por tanto, H, es un plano que pasa por el origen; la grafica de este pla-

no esta en la Figura 25 (b).

Figura 25. Aspectos geométricos de las evolventes lineales de un vector y dos vectores en el espacio.

(a) (b)

A E

e

Seccion 11: Conjunto generador, envolvente lineal e independencia lineal I

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

11.3.5. Quinto ejemplo. Tedrico. Determine si el conjunto H = {Senxz,Cosz,e"}, en el espacio vec-
torial C(— oo,00) es LI.

Solucion:

En este caso, la técnica apropiada para decidir la dependencia o independencia lineal
es el wronskiano. En este caso, H es un conjunto de vectores, es linealmente indepen-
diente en C'(—o0,00) porque la funcién wronskiano es

senr cosx e’

w(z)=| cosx —senz e’ [=—2e"#0
—senr —cosx e’
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13.4. Ejercicios guiados

13.4.1. Primer ejemplo. Exprese el polinomio —9¢°+ 41t — 30 como combinacién lineal de los poli-
nomios 4t* —3t+1,—*+5¢t— 3,7+ 12t — 15.
Para su desarrollo, denomine los polinomios dados como: v=—9¢+41¢—30,
v =4 —3t+1, v,=—t"+5t— 3,0, = Tt*+ 12t — 15. Recuerde que, para que v se pueda expre-
sar como combinacion lineal de v, v, y v3, es porque existen escalares a1,@: y @, tales que:
v=a1v T @202+ A3vs.

Remplace los polinomios v, v, y v en la ecuacién v = a1v + @2v2 + @3 v3

Ahora simplifique la parte derecha de la igualdad, esto es, realice las operaciones de
los escalares @1,a: y @s, por los polinomios y luego agrupe los términos semejantes; ja
qué resultado llega?

.....................................................................................................................

Ahora, recuerde que para que el polinomio v del lado izquierdo de la igualdad sea igual
al que usted obtuvo en el paso anterior, los coeficientes de los términos de grados igua-
les deben ser los mismos; /qué sistema de ecuaciones obtiene?

.....................................................................................................................

Resuelva el sistema anterior por el método mas eficiente de los estudiados en las sec-
ciones anteriores.

.....................................................................................................................



Una vez resuelto el sistema, finalice remplazando en v = @,v, + @»v. + @;v;, cada esca-

lar y cada vector conforme a sus valores.

@ 6666606006000 006 006006006600 660000600000000006000000000000000000060000006000000000000000006000000000000s0sssssssssssssss

13.4.2. Segundo ejemplo. ;El conjunto .S = {(3,2, —1),(4,5, — 2),(—1,0,1)} genera el espacio R*?

Para que el conjunto S genere el espacio R’, cualquier elemento {a,b,c) € R’debe ser
una combinacion lineal de los vectores de S. Escriba la ecuaciéon que simboliza lo dicho
anteriormente (donde la parte del lado izquierdo de la igualdad es la combinacién li-
neal de los vectores de .S, y la parte del lado derecho de la igualdad es {a,b,c).

© 8 006000000000 0006000 000000000008 0000000000000000000000000000000000000000000060000600000000scssssssssssssssssossssssoscse

En la ecuacién anterior, usted debe simplificar la parte del lado izquierdo de la igual-
dad para obtener un sistema de ecuaciones; ;qué sistema obtiene?

@ 6666600006600 00 606000006000 0000006000000000000000000000000000000000600006006006000000000000000s000000s00sosesosssssssssssss

Fijese en que las incégnitas del sistema son los escalares de la combinacién lineal
del conjunto S, y a, b y ¢ son valores que representan a cualquier vector {a,b,c) € R®.
Resuelva el sistema anterior utilizando el método de eliminacion de Gauss-Jordan;
,como interpreta la matriz escalonada reducida?

© 0606000006000 000 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000scssssssssssssssssossssssoscse
@ 6666606606000 60 0000000600000 6060060606000 00006060000000000000000000000060000600600600600600006000000000ssssssssssssssssssosssse

Seccion 11: Conjunto generador, envolvente lineal e independencia lineal I
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13.4.3. Tercer ejemplo. Determine si S = {(g _51 )7<_11 2),(? _13),<_11 ?))} es un conjunto LI en
Msxs(R).

En este caso se implementara la definicién, asi que el conjunto S es linealmente inde-

pendiente si la combinaciéon lineal nula del conjunto S tiene como tinica solucién la tri-

vial. En otras palabras, igualado a 0 (donde 0, es la matriz nula (8 8), los escalares de

la combinacién lineal deben ser todos iguales a 0. Exprese la combinacién lineal nula

para el conjunto S.

Simplifique esta expresion, esto es, haga las operaciones de escalares por matrices y
suma de matrices.

Iguale la expresion anterior, lo mas simplificada que pueda, con la matriz nula. Plantee
el sistema homogéneo 4x4.

.....................................................................................................................

Resuelva el sistema homogéneo anterior. Cualquier sistema homogéneo tiene al me-
nos una solucién que es la trivial, lo que nos interesa es comprobar que no hay mas so-
luciones diferentes a esta, para que sea LI. (A qué resultado llega?

Una exploracién mas: para Asxs definida como la matriz del sistema homogéneo de
ecuaciones, jcudl es el valor del determinante de A?, ;qué relacién tiene el valor de este
determinante con la pregunta formulada?



13.5

Ejercicios propuestos

13.5.1.

13.5.2.
13.5.3.
13.5.4.
13.5.5.

13.5.6.

13.5.1.

13.5.1.

13.5.1.

L . . (-3 5\(2 3\({0 —1\[-13 14 .
Determine si el conjunto de matrices S —{( 1 0),(_2 1),(3 5 ),( g _27>} son lineal-

mente independientes o dependientes en M., (R).

(El conjunto S = {(1,-2,3),{(2,1,5)(3,1, — 2)} genera el espacio R*?

Analice si los polinomios 2¢° —t+5,9¢*+t+6 y 5t*+ 3t — 4 generan a P..

Exprese (20,6, — 32) como combinacién lineal de los vectores (3, —1,5),(—1,4,11) y (2,6, — 10).

(El conjunto S={(4,3,—1,0)(2,—1,2,—1)(3,2,1,2)(3,0,0,— 3)} es linealmente indepen-
diente o dependiente? En caso de que sea linealmente dependiente, exprese el primer vec-
tor como combinacién lineal de los otros tres.

(Para qué valor de /8 seran linealmente dependientes los vectores (1,3,2),(2,5, — 1).(—1,5,4)?

Escriba la solucién al sistema homogéneo en términos de uno o mas vectores linealmente
ont+3r—rntr=0
_2Z'1 +.T2 + 61'3_ 21'4 = 0

Determine un conjunto de vectores que genere el espacio solucion® de AX =0 donde
1 3-11
A= (—2 1 6 —2)
(Cuales de los siguientes conjuntos generan a P,?
a. {—32"+4r—3,2°+9,22°— 6}
. A2+ 3+ 7,2 +42+1,—2°— 5z}

b
c. {r+2r—12z+1,2°+3z+2}
d. {22°—2+3,—52°+2z+1}

independientes {

5 Algunas veces se refieren a este espacio como el espacio nulo de la matriz A.

Seccion 11: Conjunto generador, envolvente lineal e independencia lineal I
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13.6. Preguntas de tipo Saber Pro

13.6.1. Preguntas de seleccion multiple con tunica

1)

2)

3)

4)

respuesta
La afirmacion “si A es una matriz invertible” NO
es equivalente a afirmar que:
A. |A]#£0
B. A es equivalente a I, por renglones
C. AX = B solo tiene solucién trivial para todo B

D. Lasfilas deA son linealmente independientes

Un conjunto generador para P es
A {F—-1,4-t}

B. {1,—-#3-#}

C. {2t,4—tt*—1}

D. {~1,£#-1,3—¢}

Es un conjunto de funciones linealmente
independiente:

A {f—-14-11}

B. {senh(z)e’ e}

C. {cosh(z),e",e™}

D. {l,e’e"}

La envolvente lineal de
S={1-2)3—21—25—x—2"—2°} es:
A. P

B. Psa+b—3c+d=0

C. Pscona+3b+c+d=0

D. Pscona—b—3c+d=0

5) La envolvente de (2,1,—3) y (1,—1,—2) es:
A. (3,0,—5)
B. z+7y—32=0
C. bz—y+3z=0
D. z—7y+32=0

6) Enla envolvente de (0 1>y ( 0 1) se encuentra:

2 3)°\-2 0
0 3
A (—10 —3)
1 -1
B (1,75
10
ey 1)

0 3
D. (10 —3)

13.6.2. Preguntas de seleccién multiple con multiple
respuesta
En las siguientes preguntas:
Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.



7) Si|A|# 0 entonces:
1. A no es invertible

2. Aes el producto de matrices elementales

3. Las

columnas de A son linealmente

independientes

4. La forma escalonada por filas de A tiene n — 1

8) Kl sistema {

pivotes

r—y—22=0

S —r =1 admite como solucion,

vectores de la forma

3
4
5
R A Ry
1
_3
4
5
{4y
1
1
s|—%
N
15!
—1
5
- S|T3F
4
3

9) Sise tienen u=(—1,2), v={1,—1),r=(—1,3) en-
tonces se cumple que:

1.
2

Son linealmente independientes

Cualquiera de ellos puede ser expresado
como una combinacién lineal de los otros dos
Con s6lo uno de ellos se puede generar R’

. La representacion de la envolvente de {u,v,r}

es R’

10) Sea A = {szQZ(Z

11)

12)

0a> cona € R} y

B= {sz2:<g 2) cona,d € Ryat+d= 0} entonces:

1.

. Los vectores columna de w € B generan a R’.

Los vectores columna de v € A generan a R’.

Una combinacién lineal de ve Ay w € B no
generan a M,
La envolvente de 4 es el conjunto de matrices
M., simétricas

Con el conjunto de polinomios {t*+2t—1,6"—1}

puede representar a:

1.

2
3.
4

2*+ 2t —2
L2042 —1

—3t°+2t+3
L2 —=2—1

Sean las funciones f(z)=cos’z, g(x)=sen’z,
h(z)=cos(2z),p(z) =1
entonces:

1. fy g son linealmente independientes.

2. f, gy h son linealmente independientes.

3. fy h son linealmente independientes.

4. f, gy p son linealmente independientes.

Seccion 11: Conjunto generador, envolvente lineal e independencia lineal I
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13.7. Recursos informaticos recomendados

13.7.1 Recursos de calculo online

1.

wims.unice.fr, ofrece en http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi una calculadora en linea que
permite llevar a cabo andlisis sobre vectores, en particular analizar la dependencia o inde-
pendencia lineal de hasta 16 vectores en dimensiones hasta 10 y de establecer combinacio-
nes lineales de los mismos. Las componentes de estos vectores pueden ser nimeros reales o
incluso complejos, asi como expresiones paramétricas.

Wolfram Alpha ofrece en los links https://www.wolframalpha.com/input/?i=Are+(2,+-1)+an-
d+(4,+2)+linearly+independent%3F&lk=3, https://www.wolframalpha.com/input/?1=li-
near+independence+(1,+3,+-2),+(2,+1,+-3),+(-3,+6,+3)&lk=3, https://www.wolframalpha.com/
input/?i=linear+independence+of+%7B(1,+3,+-1),+(-1,+k,+5),+(4,+7,+h)%7D, y https://www.wol-
framalpha.com/input/?i=linear+independence+(a,+b,+c,+d),+(e,+f,+g,+h),+(1,+j,+k,+])&lk=3. Con
estos permite analizar la independencia lineal o no de elementos, asi como el espacio genera-
do desde el conjunto de vectores, y condiciones requeridas para la independencia lineal.
Adicionalmente con la opcién wronskian se puede calcular el wronskiano de funciones (es-
tas se deben introducir separadas por comas como se sugiere en https:/www.wolframalpha.
com/input/?i=wronskian+of+e%5E(-2t),+te%5E(-2t)

13.7.2 Algunos videos de apoyo

e o o i o

—_
= O

Mezcla de mezclas https://youtu.be/KOmGN19tkzM (5:11)

Wronskiano https://youtu.be/temhtAoR99Q (7:20)

Elementos de la envolvente lineal https://www.youtube.com/watch?v=dR3LjOQdJe8Q (8:17)
Envolvente lineal https://www.youtube.com/watch?v=P0Y4DkuhuyO (8:10)

Conjunto generador (Ejemplo 1) https://www.youtube.com/watch?v=vuSXH8H6DGO0 (13:34)
Conjunto generador (Ejemplo 2) https://www.youtube.com/watch?v=Nm1lurRtDz10 (9:10)
Wronskiano https://youtu.be/temhtAoR99Q (7:21)

Elementos de la envolvente lineal https://www.youtube.com/watch?v=dR3LjOQJe8Q (8:17)
Envolvente lineal https://www.youtube.com/watch?v=P0Y4DkuhuyO (8:10)

Conjunto generador (Ejemplo 1) https://www.youtube.com/watch?v=vuSXH8H6DGO0 (13:34)

. Conjunto generador (Ejemplo 2) https://www.youtube.com/watch?v=Nm1urRtDz10 (9:10)



BASES Y DIMENSION

14.1. Introduccion

La seccién destinada a bases y dimensién tiene como orientacién el estudio y la descripcion al-
gebraica de las bases de los espacios y subespacios vectoriales como conjuntos de vectores que
representan al espacio vectorial. Las bases de espacios y subespacios vectoriales son importan-
tes para el estudio de las propiedades de un espacio vectorial y de las transformaciones lineales
en vista de que una base es un conjunto minimal que describe al espacio vectorial completo. En
forma técnica, para un espacio vectorial V un conjunto finito de vectores S = {v;,v,,-,v,} es una
base para V si: 1) .S es un conjunto generador de V;y 2) S es linealmente independiente (Anton,
1984, pag. 162), (Kolman & Hill, 2013, pag. 251).

Para ello se inicia con los teoremas de reconocimiento de la definicién de base, luego se eje-
cutan algoritmos para calcular bases en dos opciones: 1) el conjunto inicial tiene demasiados
vectores, mas de los que se requieren para estar en la base, es decir, el conjunto es linealmente
dependiente, por lo cual hay redundancia en los vectores; y 2) el conjunto inicial de vectores no
representa al espacio o subespacio vectorial, en otras palabras, no es conjunto generador y, por
tanto, no alcanza a representar cada vector del espacio como una combinacién lineal.

Al finalizar esta seccidén se comparan algunas formas de indagar por la base para el espacio
nulo de una matriz A, es decir, por la base del espacio solucién de un sistema homogéneo en el
que A es la matriz de coeficientes.
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14.2 Objetivos de informacion

Analizar la importancia, en la definicién de base, de que el conjunto de vectores sea li-
nealmente independiente y que sea conjunto generador.

Ejecutar algoritmos para calculo de bases de espacios y subespacios vectoriales.
Calcular la base para el espacio nulo de una matriz.

Implementar la definicién de dimension para un espacio o subespacio vectorial.

14.3 Ejemplos resueltos

14.3.1. Primer ejemplo. Teérico. Determine si el conjunto de vectores S ={t’2—t} es una base

para P.

Solucion:

Para saber si .S es una base para P,, hay varias posibilidades de argumentacién.
En esta oportunidad mostraremos tres opciones de argumentacién que usted puede
adaptar a casos similares.

Opcién 1: P, no puede ser una base para P, porque dim P, = 3, dicho de otra manera,
todas las bases de P, tienen tres vectores y .S no satisface esta condicidn.

Opcién 2: S contiene polinomios cuadraticos, lineales constantes y el polinomio cero.
De modo que con los dos vectores de S deberia representarse cualquiera de estos poli-
nomios como una combinacién lineal. Veamos lo que ocurre con el polinomio constan-
te 5; para este polinomio deben existir escalares ¢! y @2, tales que 5 = ait*+ a2 (2 —t).
Asi, 5=ait* + @2 (2 —t) = 2as — a»t + ait*. Al comparar el polinomio de la izquierda con

a1=0
el de la derecha se observa el sistema {—@2 = 0. Lo que claramente es una contra-
202=195

diccién porque tiene dos valores diferentes asignados. El razonamiento en esta op-
cién es por contraejemplo.

Opcién 3: Para comprobar que es una base hay que ver que es un conjun-
to generador para P, y que a su vez es linealmente independiente. Para la pri-
mera condicién hay que comprobar si es posible encontrar escalares a1 y a»



tales que c+bttat’=at*+a:(2—t)=2a:—ast+ait’. Lo que es equivalente a
c+bt+at* = 2a»— ast + ait’. De donde se conforma el sistema de ecuaciones lineales:

ar=a
—ay=0b
2&’2—0

que es un sistema condicionado por 2b+c¢ =0 y, por tanto, S ={t*,2—t} no genera a
P, y por esto no puede ser una base.

Seccién 12: Bases y Dimension I

14.3.2. Segundo ejemplo. Tedrico. En el espacio vectorial C(—oo, ), determine una base para el
subespacio W ={S) donde S = {cos’t,sen’t,1}.

Solucion:
Debemos usar el algoritmo que permite calcular la base para una envolvente lineal
(ver (Kolman & Hill, 2013, pag. 256)).
Paso 1: Hay que ver si es LI o es LD. Para esto debemos encontrar escalares a1, @»
y a3 tales que

a1 cos’t+ assen’t+ a3 x 1 =0.

Con la identidad pitagérica se tiene que cos’t+sen’t=1, de modo que
cos’t+sen’t—1=0. Asi, 21=1, @2=1y @;=—1. De donde S es LD.
Paso 2: Se requiere eliminar un vector del conjunto. Se decidié eliminar el vector
16, S = {cos’t,sen’t}.

Paso 3: Ahora, hay que ver si S; es LI o es LD. En este caso, la me-

jor técnica para esta argumentacion es el wronskiano, de donde

2 2
w(t)= cos’t sen”t

9ot sent Isent cost | — 2sent cost = sen2t # 0 (la funcién nula).

Asi, S, es LI. Note que sen2t =0, ¢t = /2. Esto no cambia la conclusién a la que lle-
gamos porque es apenas un cero de la funcién.

6 En este paso del algoritmo se puede eliminar cualquier vector. Recuerde que las bases para un espacio vectorial V no son Unicas,
pero si deben tener el mismo niimero de vectores. Ademas. Si usted tiene dos bases distintas, digamos B, y By de V deben poderse 171
representar los vectores de B; como combinacion lineal de los de B, y viceversa.
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Por tanto, S; es una base para W = ({cos’t,sen’t,1}). Este algoritmo eliminé un vector

que era redundante y que no podia hacer parte de la base.

14.3.3 Tercer ejemplo. Tedrico. Encuentre una base para H = ({(1,4)(1, — 1){—1,3).{4,1)}).

Solucioéon:

Los vectores generadores de H son LD porque son 4 vectores en R*. Aplicaremos un
algoritmo para reducir y controlar el nimero de vectores ya que son redundantes.
Paso 1: La combinacién lineal nula con los vectores de H es:

a <174>+ a,2<15 - 1>+ d3<_1,3>+ d4<4, ]-> = <070>
Paso 2: Con la combinacion lineal anterior se forma el sistema homogéneo

artay—ast+4a.=0
4&’1_61/24‘36?3"‘0'4:0

1 1 -1 4‘0

4.1 3 1 0) y la escalonada reducida es

La matriz aumentada asociada es (
10 % 1]0)
01 —<% 3|0

Como los unos pivotes (o principales) quedaron en la primera y segunda colum-

nas, son los vectores de la primera y segunda columnas de la matriz aumentada ori-
ginal, los vectores que entran a la base. Los otros dos vectores no eran necesarios y
se pueden conseguir como combinacién lineal de los dos primeros.

Paso 3: Una base queda constituida por {(1,4)(1,—1)}, recuerde que hay més opcio-
nes a través de las combinaciones lineales.

14.3.4. Cuarto ejemplo. Teérico. Determine una base y la dimensién para los subespacios de R®:

La recta con ecuaciones paramétricas L:x = Tt,y =—t,z = 4t con t € R.
El plano m:2z+4y—2=0.



Solucion:

La recta L y el plano 7 contienen al origen y son subespacios de R*. El ejercicio pide
encontrar, en cada caso, un conjunto minimo de vectores que represente a cualquier
vector del subespacio.

Para el inciso a, se observa que la ecuacion vectorial de L muestra como son los vec-
tores cuya cabeza esta sobre L.

T Tt 7
y|=|—t|=t|—1|conteR.
z 4t 4
7
Asi, 1|~ 1|{ es una base para la recta L; como la base esta conformada por un solo
4

vector, la dimension de L es 1, de otra manera, dimL=2.
Para el inciso b, conviene resaltar que z = 2z + 4y, mas especificamente, los vecto-
res en el plano 7 son:
x z
yli= )
z 2+ 4y

Lo cual tiene una representacion bi-paramétrica

T t t 0 1 0
y|=| s |=|0[+|s|=¢t0]|+s|[l]|con steR.
z 2t +4s 2t 4s 2 4
T 1 0 1](0
Como |y |=1t|0|+s|1|con s,te R, el plano 7t es generado por 1|0}|1 [¢. Estos vecto-
z 2 4 24

res son LI y, por tanto, forman una base para el plano 7:2x+4y—2=0. dimm =2 en
vista de que la base tiene dos vectores.

14.3.5. Quinto ejemplo. Tedrico. El ejercicio que se propone en este item esta redactado de tres
modos diferentes, pero refieren a la misma situacién.
Enunciado 1: Encuentre una base y la dimensién para el espacio de solucion S del
sistema homogéneo

Seccién 12: Bases y Dimension I
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x1—2x2+4x3+4x4=0
—ntxtr=0

Enunciado 2: Encuentre una base y la dimensiéon para el espacio nulo de
A_( 1 —24 4)

-1 1 01
Enunciado 3: Encuentre una base y la dimensién para el espacio de solucion S del sis-
1 —244
tema homogéneo AX =0, donde A = (_1 10 1).

Solucioén:

En los tres enunciados se pregunta por la descripcion por comprension del conjunto
de infinitas soluciones del sistema homogéneo. La descripcion debe hacerse median-
te la base del conjunto .S ya que esto indica que cualquier vector solucién debe ser
una combinacién lineal de los vectores de la base. Para resolver el sistema del enun-
ciado 1 hay que usar el método de eliminacién de Gauss-Jordan, esto implica confor-
mar la matriz aumentada.

En el enunciado 2 se indaga por el espacio nulo de 4, es decir, que pregunta por la
solucidn del sistema de ecuaciones en que A es la matriz de coeficientes y los valores
del lado derecho son ceros. De nuevo, debemos resolver el sistema homogéneo, pero
en vez de tener las ecuaciones tenemos la matriz de coeficientes del sistema.

El enunciado 3 muestra la ecuacién matricial equivalente al sistema de ecuacio-
nes y la matriz de coeficientes. Como el orden de A es 2x4, se puede deducir que X y
0 son de orden 4 X1y 2X1, respectivamente, para que sean compatibles bajo el pro-
ducto de matrices. Entonces, hay que resolver AX = 0.

Teniendo clara la equivalencia de los enunciados, se conforma la matriz aumen-

1 -2 4 4|0 10 -4 -6{0 e
tada (_1 1 01‘0 01 —4 —5 O)' Esta ulti-

ma matriz advierte que el sistema tiene infinitas soluciones y forman una familia

), la matriz escalonada reducida es (

bi-paramétrica.



Esto es, x=4t+6s, 12=4t+5s, x3=t y za=s Asi, las soluciones son
1 4¢ 6s 4 6

X =|x|=|4t|+|5s|=t|4|+s|5|con s,t € R.
x3 t 0 1 0

T4 0 s 0 1
Note que los vectores son LI, ademdas de ser generadores del conjunto solucién .S.
Por consiguiente, cualquier solucién del sistema AX =0 esta en la envolvente lineal de

B_

=1l4||5
1|0
o)1

Es asi que B esla base para S, que es el conjunto solucién del sistema o que es el es-
pacio nulo de A. Finalmente, la dimS = 2.

14.4. Ejercicios guiados

. . . ({2 2\(3-5\({5 7\[-1-9 .
14.4.1. Primer ejemplo. Dadas las matrices .S = {(O _1>,(3 —6)’(—2 _3),< 3 0 )}, determine si

S es una base para M., (R). En caso de serlo, exprese la matriz (_12 g) como combina-

ci6n lineal de los vectores de la base.

. e, , . b
Para su desarrollo, exprese una combinacion lineal genérica <ZL d> de S para tener una
idea de los elementos de la envolvente lineal {S).

.....................................................................................................................

Efectue las operaciones indicadas de suma y multiplicacién de matrices y plantee un
sistema de ecuaciones; jcual es este sistema?

.....................................................................................................................

Seccién 12: Bases y Dimension I
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Resuelva el sistema anterior por el método mas apropiado, ja qué resultado llega?

(,Qué puede responder a la pregunta si (S) = Msx2(R)? (si en su solucién aparece una
condicién que se deba ajustar para que este sistema tenga solucién, su respuesta debe
ser que {S) # Max2 (R).

Si su respuesta es que {S)= M:x2(R), entonces para probar que S es LI, basta tomar

c d 00
la tnica solucién es la trivial. Finalmente, jes el conjunto .S una base para M« (R)?

b 00 . . .
(a >:< ), en el sistema de ecuaciones que usted ya ha resuelto y determinar que

.....................................................................................................................

Si su respuesta es afirmativa, termine este ejercicio expresando la matriz (_2 8)’ como

combinacién lineal de la base (note que no necesita volver a resolver una vez mas otro
10

_y 8)’ y como usted ya ob-

sistema, lo Unico que usted debe hacer es igualar (a 2) =<
c

., a b
tuvo una solucién con respecto a Z) solo debe remplazar por los valores que toma
C

cada componente).

1 5 —2-1

14.4.2. Segundo ejemplo. Dada la matriz A= 1 —4 5 3 |, halle una base y la dimensién

-4 5 —-11
para el espacio nulo de A.



Para empezar este ejercicio, es necesario recalcar que el espacio nulo referente a la ma-
triz A, significa AX =0, donde X representa un vector columna de tamano 4 X 1, y donde
0 representa un vector columna de tamano 4 X 1. Con base en esto, describa el sistema
de ecuaciones homogéneo AX = 0.

© 66 6660066066006 66 006600606006 0600 0600006000600 0000600060000006000600000606006000060060600606000600060060000000000000000s000000000s0 000

Resuelva dicho sistema utilizando el método de eliminacién de Gauss-Jordan. jA qué
resultado llega?

© 66 660006006600 086 0806000680006 0600 0660000060000 000060006000000600060000060600000000000000000000000000000000000000000000 000000

S1 observa, tiene mas variables que ecuaciones, y por tanto, debe parametrizar.
Recuerde que se parametriza tantas veces como sea la diferencia de numero de incog-
nitas con el nimero de ecuaciones. (A qué parametrizaciéon llega?

© 66 660000000600 080 0800600068008 0600080000060 060000000000000000000000060600000000000000000000000000000000000000000000 000000

Exprese X en términos de los vectores resultantes de la parametrizacion efectuada.
Estos vectores corresponderan a la base en forma general.

© 6666000660660 666 0066006600606 00 0600006060000 0000600000000 0600000000606006000000606006000060000060000000000000000s00000000s0 000

Asigne un valor no nulo al o a los parametros para asi obtener una base del espacio so-
lucién nulo. Cuente los vectores en la base, siempre que no esté compuesta por el solo
vector 0. ;Cual es la dimensién del espacio nulo?

@ 66 6660006006600 6000660860000 00600600000068860600000066000000000060000606000000600000600600006000000000000scscsssosssssososssossss

Seccién 12: Bases y Dimension I
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14.4.3. Tercer ejemplo. Para S ={—32>+2z+ 1,2°+5,22° — 3, — 32” + 62}, determine una base
para el subespacio de P,, W =(S). ;Cudl es la dimW?

Si se observa el conjunto S, tiene 4 polinomios y si usted recuerda la dimP,=3, ;qué pue-
de decir entonces del conjunto S?

© 6600006000600 6 0608060008008 08008000006000800000000000000000000006060060000006060060000600000000000000000000000000000 000000

Para determinar una base de este conjunto, haga una combinacion lineal genérica que
sea igual al cero de P,; ja qué sistema de ecuaciones se llega?

@ 6 6000006000000 00 0660000000006 000000000860000000006000000000060000606000000000006000000000000000000scsosssssssssososssssss

Ahora con método de eliminacién de Gauss-Jordan encuentre una base del conjun-
to dado . Es decir, lleve la matriz de coeficientes del sistema a la forma escalonada
reducida por filas y busque los vectores correspondientes a las columnas que contie-
nen los unos principales ya que estos constituyen una base para W =(S). ;Cudl es su
respuesta?

Para contestar la pregunta final, cuente los elementos que tiene la base calculada; este
numero correspondera a la dimension, ;(Cual es la dimW?



14.5. Ejercicios propuestos

. 1 2\/0 =3\(—16\(3 =5
14.5.1 Dado el conjunto S_{(—B _4),<5 7 ),( 0 1),<9 8 )} de M., (R),

a. Verifique que el conjunto genera a M« (R).
b. Compruebe que el conjunto es linealmente independiente.

c. Exprese la matriz (; é) como combinacion lineal de la base S.

2 3 —-15
14.5.2. Dada la matriz A =|—2 —4 —314 |, halle una base para el espacio nulo de 4, y determi-
4 7 2-9

ne su dimension.
14.5.3. Determine una base para el plano 2z —3y+5z =7.

14.5.4. Determine la dimensién y una base del espacio solucién del sistema homogéneo

vt re—x3t+ 22 +25=0
2x2—4x3—x4+3x5=0
r— w3t 2x4=0

14.5.5. Determine una base y su dimension para el subespacio de P, constituido por los vectores
de la forma at*+bt+c, donde b= 3a—c.

14.5.6. Encuentre una base para R*, que incluya los vectores (1, —2,5),(3,0,1).

14.5.7. Sea S ={20°+ 4+t —2, 283+ 7> —t — 2,3t> +#* —t + 4, 3t* — 2t }. Determine
una base para el subespacio de P;, W =(S) (Cudl es la dimW?

14.5.8. ;Cudles de los siguientes conjuntos de vectores son base para R*?
a' {<1737_5>7<_17177>7<27_17O>7<47O71>}
b. {(2,— 1,5)(1, - 3,6)(=3,1,0)}
c. {(3,1,—1)(2,—3,6)}
14.5.9. Encuentre el valor de b, para que {{7,—1,0),(3,2,b),(—4,— 3,1)} no sea una base para R®.

14.5.10. Determine, en caso de ser posible, el valor de a € R para que el conjunto .S sea una base
para P,, donde S ={t*—t,3t* +at—2,5t° +t+a}.

Seccién 12: Bases y Dimension I
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14.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Antes de abordar estas preguntas debe revisar las definiciones de base y de dimensién en espacios y subespa-
cios vectoriales. Usted encontrara que debe tener claridad sobre lo que es un espacio generador y la indepen-
dencia lineal, lo que eventualmente requerira que revise sus clases magistrales anteriores (9 y 11). De otra
parte, es importante que tenga en cuenta los teoremas sobre base y dimensién.

14.6.1. Preguntas de seleccién multiple con tunica . 0
respuesta B. 1 ’ i
1) Dado S={2*—4,2—2,z+2,2°— 2z + 1}, entonces
NO es posible tener como base de {S) al conjunto: 1 v
. C. 0 )1
A {"—4,2—-2} 1/ \o
B. {#?—4,2*—2zx+1}

C. {z—2,2+2} 1 0
D. {z*—4,x—2} 1t (1) ’ _43

2) Una base para {{(—1,2,0),(3,—1,4),(6,7,5),(1,3,4)}
os: 5) Una base para r = 5ty =— 2,2 = 5t es:

A {(-1,2,03,— 1,4)} Z
B. {(3,—1,4%(6,7,5)} A\ 2
C. {{(—1,2,0)6,7,5)(1,3,4)} 3
D. {(-1,2,0%,(6,7,5)} —15
B. 6
3) Se quiere construir una base para R® que inclu- 2
va a {1,0,2),(—1,2,4) entonces NO se puede con- -5
templar que la base sea: C.
A. {(1,0,2),(—1,2,4)(1,0,0)} +
B. {(1,0,2)(—1,2,4)(2,—2,—2)} 15
C. {{1,0,2),{(—1,2,4)0,1,0)} D. (-6
D. {{1,0,2),(—1,2,4)1,2,3)} 2
4) Una base para el subespacio 3z —4y + 3z =0 es: 6) Si uy v son vectores en R® linealmente inde-
1 0 pendientes, es correcto afirmar que un conjunto
A (-1 )( 3 base para R’ es:
0/ \~4 A. {u,v,(u v)u}

B. {u,v,(u-v)v}



C. {uv,uxv} 10) Se tiene el conjunto de matrices

D. {u,uxu,uxv} A={<(1) 8),(01 (1)),(8 ?)} es correcto afirmar

., P 1 ue:

14.6.2. Preguntas de seleccion multiple con multiple 4 ) )

P—— 1. A es una base para el espacio de matrices
. M, simétricas.

En las siguientes preguntas:

: : 2. A una base para el espacio de matrices M.
Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos. P p e

. . antisimétricas.
Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.

. . 3. Es linealmente independiente y de dimen-
Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos. 6n 3 P y

. . s10n o.
Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Seccién 12: Bases y Dimension I

. . 4. A es una base para el espacio de matrices
Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos. b p

M}Xz.
7) Los siguientes conjuntos son bases para R” 10 a
— 14
LAG -1 11) Se tiene la matriz A=|—b 1 0 |y el conjunto
2. {3, = 4)(1,0)} 01-1
3. {(-2,2),(0,1)(4,1)} S={X eR*AX =0} y se sabe que la dimensién
4. {2¢,—j} de S sea 1, entonces:
—a

8) Dados el espacio P; y el conjunto _ El vector X tiene la forma | 1
V ={w,v,vs} = {3,1> — 4t + 3,1’} entonces: 1
1. Vno es base de P;

—

2. La dimensién de la base es nula
2. Una base para (V) la puede determinar 3. Debe existir una relacién entre a y b tal que
{1717’02} ab=—
3. Una base la (V) no la puede determinar 4. El espacio nulo es el vector 0
{Uz,’vs} - 0
f Vesbasede s 12) Dada A=| 0 —2 —3/| los valores de A para los
9) Si B= {<170a0>v<0727 - 3>a<1a170>} es una base de 0 0 =5 o )
R® tal que {1, — 2,3) = av, + B+ yvs entonces: que el espacio nulo de la matriz Az —A no es tri-
1. =1 vial son:
2. at+y=2 1. A=—5
3. a—B=2 2. A=—2
4. a+p=1 3. A=1
4. A=2

181



ALGEBRA LINEAL. Modelacion, solucion de problemas v ejercicios

[00]
N

14.7. Recursos informaticos recomendados

14.7.1. Recursos de calculo online

1.

En http://es.onlinemschool.com/math/assistance/vector/basis_inspection/, OnLineMSchool
ofrece la posibilidad de verificar si un conjunto de n vectores constituyen una base para R"

hasta n =6.

. Wolfram Alpha ofrece mediante la instruccién linear independence la posibilidad de de-

terminar en qué condiciones hasta tres vectores con cuatro entradas cada uno pueden
ser linealmente independientes, admitiendo una o mas entradas como parametros. Asi

es posible encontrar varias bases para un mismo conjunto.

14.7.2. Algunos videos de apoyo

No ot W

®

Definicién de base de espacio vectorial https://youtu.be/lIJWGFKTh4E (7:44)
Algoritmo para calculo de una base https://youtu.be/pV3SLV15HbE (5:51)

Dimensién de un espacio vectorial https://youtu.be/P6vyyca4hhQ (2:46)

Base para polinomios https://www.youtube.com/watch?v=x-VyvA3pPaU (5:37)

Bases y dimension https://www.youtube.com/watch?v=69R7aYCFTto (10:20)

Base de un subespacio https://youtu.be/NROvITVWUSM (5:35)

Independencia lineal de funciones (Wroskiano) https://www.youtube.com/watch?v=yey-
bLEI2DhU (6:51)

Combinacién lineal de vectores https://www.youtube.com/watch?v=mF{fyiDy1s0 (6:38)
Dependencia lineal y combinaciéon lineal https:/www.youtube.com/watch?v=4Pe-
T3YZREhY (11:13)



TRANSFORMACIONES LINEALES,
TRANSFORMACIONES MATRICIALES,
KERNEL E IMAGEN

15.1. Introduccion

Las transformaciones lineales (TL) son herramientas muy utiles en diferentes campos: para la
toma de decisiones, para el procesamiento de imagenes, para cambio de sistemas de coordena-
das, en la derivacién e integracién de funciones. Para llevar a cabo el estudio de las TL, en prin-
cipio hay que analizar los espacios vectoriales que son dominio y codominio de la aplicacién, en
seguida se tiene que entender la definicién particular de la transformacién para decidir si es o
no lineal. Cuando la transformacién es lineal, se estudian dos subespacios que contribuyen a
identificar caracteristicas de la TL: 1) el kernel (kerT) conformado por los vectores del espacio de
salida cuyo valor funcional es el vector cero del espacio de llegada; y 2) la imagen (ImT) que es el
subespacio del espacio de llegada que contiene los vectores que son imagen de algtin vector del
espacio de salida.

En los ejemplos practicaremos dos técnicas para calcular kerTy ImT. Ademas, calcularemos las
dimensiones de estos subespacios, denominadas nulidad (nuT) y rango (ranT), respectivamente.

Para los interesados en el tratamiento de fotografia podemos recomendar el libro de Solomon
& Breckon que trabajan con el software Matlab® para cambiar el aspecto de fotografias con di-
ferentes transformaciones para lograr multiples efectos sobre ellas (Solomon & Breckon, 2011).
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15.2. Objetivos de informacion

* Analizar e implementar la definicién de transformacion lineal.

* Reconocer el efecto de una transformacién lineal sobre los vectores de una base.
+ Representar matricialmente una transformacién lineal.

+ Calcular el kernel y la imagen de una transformacién lineal.

+ Aplicar el teorema de la dimensién.

15.3. Ejemplos resueltos

15.3.1. Primer ejemplo. Tedrico. Determine si la transformacién dada es lineal o no.

T: R - R?

HERHA R

Tty

Solucion:
Para iniciar la soluciéon (aunque realmente esto no se requiere para contestar la pre-
gunta) elija los vectores que desee y calcule sus valores funcionales para ver cémo

trabaja la funcién.

T

T2
) y v =< ) entonces:
1 Y2

Para comprobar si es lineal hay que considerar u = (



T T xI1 Z2
T(u)+T(v)= T( 1)-FT( 2>= no|T e |F
Y1 Y2

T+ a2 Tt x2 o+
2
n Tty = n Y ZT( ' )ZT(u+v)
Y1ty
(1 + )+ (22 + 1) (21 +22)+ (11 +42)
- . T ar
Ademaéas,siaeRyu= (y)’ se tiene que a7 (u)= aT( ) =a| y |=| ay |[=T(au).

Tty af(x + y)
De modo que T es una TL.
15.3.2. Segundo ejemplo. Teérico. Decida si la transformacién dada es lineal o no
det: Msx>(R) — R

A — detA=|A]|

Solucion:
La funcién determinante no es una TL porque |A+B|#|A|+|B|y |eA|# | A|.

15.3.3. Tercer ejemplo. Aplicacién. Mediante la transformacién de rotacién, modifique la figura
rotandola un angulo de 2 en sentido antihorario.

Seccion 13: Transformaciones lineales, transformaciones matriciales, Kernel e imagen I
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Figura 26. Figura en el plano para rotar en sentido antihorario.

, C

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

Solucion:
La transformacién de rotacién en el plano, para un dngulo ¢ medido en sentido an-

tihorario, esta definida por:

Tp: R — R? Ty R~ R
(x) T(m):<0089 —sen@)(m) asi . . % _@ .
Yy Yy senf cosf \y (y) — T<y>= @ % <y)

Para aplicar la transformacion a cada uno de los vectores cuyo punto inicial es el
origen y punto final uno de los vértices de la region, se procede como sigue:

1
3\ |2 T2
T(—2)‘£ 1
2 2



Figura 27. Figura en el plano rotada en sentido antihorario.

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

Note que esto es lo que hacemos cuando editamos fotografias y las rotamos con ayu-
da de software. Con un clic, el software calcula la rotacién para cada punto y por eso
no se alcanza a percibir el proceso algebraico, aunque alli esta.

15.3.4. Cuarto ejemplo. Sea 7:R* — R* una TL tal que T(3,—1)=(0,1) y 71, — 2) ={1,—1). Calcule
T(4,2).

Solucion:

Debemos tener en cuenta que toda transformacién lineal T:V — W queda completa-
mente determinada si sabemos como actia sobre una base de V. En otras palabras,
podemos escribir de forma explicita a T porque S = {(3,—1),(1,—2)} es una base para

R? ya que ‘=— 5 # 0 y se conoce el efecto de T sobre S.

3
-1 -2

Seccion 13: Transformaciones lineales, transformaciones matriciales, Kernel e imagen I
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Asi, (4,2) = &1 (3,— 1)+ a2(1,— 2) donde (Z:) = (_31 _12)_1 (;‘) =

cn‘ | S\
—
U"ola il

4\ [ 2
2] \=2/)
Entonces al aplicar T'y sus propiedades se tiene que:
T{4,2)=2T¢3,—1)—2T{1,—2)=2(0,1)— 2{1, — 1) =(—2,4).

2 2

—

X

15.3.5. Quinto ejemplo. Tedrico. Para la TL (33) . T<37> _ (-y) encuentre:

Y Yy
. Ar, la matriz asociada a la TL, usando la base canénica para R*.
. Determine la transformaciéon M, asociada.

a
b

c¢. Determine una base para KerT.
d. Determine una base para ImT.
e

. Encuentre nuT, ranT y verifique el teorema de la dimensién para 7.

Solucién:
Para encontrar A; con la base canénica de R?, calcule los transformados de los vecto-

res basicos 7y j.

0 -1 1 .
Ti= <1> y Tj= ( 0 ) Con estos vectores Ar:= ((1) 0 ), entonces la TL asociada es:

) sl

. -1 . .
Como ker My = {(;) € R* con <(1) 0 )(Z) = (8)} se tiene que resolver el sistema que

aparece alli. La matriz de coeficientes es invertible porque su determinante es 1, im-
plicando que la Gnica solucién es la trivial. De lo que se concluye que la base para

kerMres {(8>}y por esto la base para KerT es {0}. No olvide que para la dimensién del

subespacio nulo es 0.



Adicionalmente,
le , [0 =1\ (a\ [e ,
ImMr = 7)€ R: 1o M\s)7\s para alglin vector con componentes a y b

Al ser la matriz escalonada reducida de la matriz aumentada é 0 8), se tiene

que ImM, tiene como base a {(é)(?)} De donde, la base de ImT es {ij} y tiene dos

vectores.

Finalmente, nuT =0, ranT =2y dimR*=0+2=2.

15.3.6. Sexto ejemplo. Teoérico. Para la trasformaciéon lineal T encuentre una base para KerT, ImT
y calcule nuT y ranT. También, verifique el teorema de la dimensién.
T: P - P
p(z) — Tp(z)=7p'(z)
Solucion:
La TL es el operador derivado aplicado a los polinomios de grado menor o igual a
tres. A manera de ilustracién, note que 7(1 — 3z +42*+2°) =— 3 + 8z + 32°.

En lo que sigue, las bases canénicas ordenadas para P; y P, son {1,z,2%2°} y {1,2,2°},
respectivamente. Acorde con los vectores basicos de P;, T(1)=0; T(z)=1; T(2*) = 2x;
T(z*) = 327

En consecuencia, los vectores de coordenadas en la base de P, para los trasforma-
dos son:

o O O
S O =
S N O
© oo

Baste, como muestra de lo calculado, que T(z°) =2r=0X1+2Xz+0Xz* como
combinacién lineal de los vectores basicos de P,. Como la base esta ordenada debe-
mos entender que la primera entrada del vector columna corresponde al coeficiente

de 1, la segunda es el coeficiente de z y la tercera el coeficiente de z?, de donde resul-
0

ta que |2 | es el vector de coordenadas de 2x en la base candnica de P,.
0

Seccion 13: Transformaciones lineales, transformaciones matriciales, Kernel e imagen I
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Consideremos ahora, A7 =(0 0
00

M: R — R®
Z Z 01002
=l |=[oo20)’
j o looos)

Note que el conjunto de salida es R* porque dimP; =4y el de llegada es R® porque
dimP, = 3.

a s 1
0100 b 0 0
La forma escalonada reducida de Ay es {0 0 1 0], por consiguiente A= 1ol =80l
1 0001 d 0 0
0 1\ /0\ /O
Portanto, kerMr = 0 ynuM;=1.Conlosunosprincipales, ImMr=({ 0 )( 2 )({ 0
0/ \0/ \3
0

y RanM; = 3. Observe que 1+3=4=dimR"'. Ahora, debemos contestar la pregunta

original, esto es, sobre la transformaciéon 7.

1
0 1)1(0)(0

kerMr = 0 implica que kerT =(1), ademdas ImMr={|0]|2[|0|), ImT =(1,2z,3z%.
0 0J10)13

Indiscutiblemente, nuestro calculo es correcto y coincide con la teoria de las fun-
ciones que conocemos. En el kernel de la transformacién T(kerT) se encuentran las
funciones que tienen derivada 0y, como sabemos, son las constantes y estas son ge-
neradas por {1} y en ImT estan las funciones que son derivada de otra y estas son
las generadas por {1,2z,3z°}. Cualquier polinomio de P, es la imagen de un polino-
mio de P; mediante la derivada. Para evidenciarlo, es suficiente hacer una integral

indefinida.



15.4. Ejercicios guiados

15.4.1. Primer ejemplo. Para T:P, — P; dada por T(at*+bt+c)=+at® ++bt’+ct, indique si T es
transformacion lineal. Silo es, halle bases para el kernel y para la imagen de T. Ademas,
halle el rango y la nulidad de 7.
Vamos primero a inspeccionar si 7' es una transformacién lineal, para ello tome dos
polinomios como pi(¢)=wt*+bit+c,y p2(t)=at’ + bt +c2, ja qué resultado llega al rea-
lizar T'(pi (t)+p2(t))?

Qué puede decir de los dos resultados anteriores? Para que su argumento tenga el as-
pecto de una prueba directa, inicie desde T'(pi (¢)+p2(¢)) y llegue a T (pi(t)) + T (p2(t))
a través de los procedimientos algebraicos que ya observo.”

.....................................................................................................................

Con los resultados anteriores se comprueba que T es una transformacién lineal. Para
hallar una base para el kernel de 7T, recuerde que KerT ={v=7p(t)€ P:T(v)=0p,
donde p(t)= at*+ bt +c}; aplique la transformacién a T(p(t)).

.......................................................................................................................

7 La argumentacién escrita debe iniciar en un lado de la igualdad y llegar al otro mediante procesos algebraicos. No es adecuado
empezar por los lados de la igualdad y ver donde se conectan.

Seccion 13: Transformaciones lineales, transformaciones matriciales, Kernel e imagen I
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Ahora, con base en el resultado anterior obtenga la solucién de T (p(t)) = 0p,.

.....................................................................................................................

(Este conjunto solucién es una base para KerT? ;Cual es la dimensién de esta base ob-
tenida?, esta correspondera a Nu(T).

Para hallar la imagen de T, tome el elemento del conjunto de llegada de la transfor-
macién, esto es, +at’++bt’+ct, y asocie en tres paréntesis separados por el operador
suma los términos con letra a, by ¢, (Es decir, a(...) +b(...) +¢(...))

El conjunto de polinomios que estan dentro de los paréntesis anteriores corresponde en
este caso a una base de la imagen de T. /Cuadl es la dimension de este conjunto?, este
corresponde a ranT.

13.4.2. Segundo ejemplo. Halle T(z,y) si T:R* — R? es una transformacién lineal tal que

T(1,3)={(4,5), T(2,— 1) =(1,3)
Considerando que toda transformacién lineal 7:V — W, queda completamente determi-
nada si se conoce su efecto sobre una base de V, y que el conjunto {{1,3),{(2, — 1)} conforma
una base sobre V = R?, exprese (z,y) como una combinacién de la base sobre V.

.....................................................................................................................

Para obtener la soluciéon usted encontrara los escalares ¢, y ¢, tal que
ai{l,3)+c2(2,—1)=(x,y). Como T es transformacién lineal, se cumple que para cual-
quier par de escalares y cualquier par de vectores en V, T(civ1 + c2v2) = e T(v1) + ca T(v2).
Aplique T a ambos lados de ¢ (1,3)+c2(2,— 1) =(z,y)



Como usted ya conoce T(1,3) y T2, — 1), remplace esto en el resultado anterior y simpli-
fique, asi obtendra la respuesta a: jcomo es T{x,y)?

Para verificar su resultado, compruebe si funciona calculando T1,3)y T2, — 1), en caso
de que no sea igual a lo que usted ya conoce en el enunciado inicial, revise sus calculos.

.....................................................................................................................

15.5. Ejercicios propuestos

15.5.1. Indique cuales de las siguientes aplicaciones son transformaciones lineales. Para aque-
llas que lo sean, halle bases para el kernel y para la imagen; halle ademas el rango y la
nulidad.

a. T-P, — P, dada por T(at*+bt+c)=2at +b.

b. L:Mx»(R) - R dada por L((Cl b)Za—b+20+d+3.

d
c. T-R* - R? dada por T{a,b,c)=(2a,—b+c,3b+c).
d. T:R? - R? dada por T{a,b,c)=(1,4a+c,b—a).

ab a—d b+c
e. L:Myxs(R) — Max2(R) dada por L(C d)_( 0 a+b+d>'

15.5.2. Sea T una transformacién lineal, donde T:R?’- R’ es tal que 7T¢—1,3)=(1,2),
T(2,4) = (—5,7); halle T(1,1) y T{z,y).

15.5.3. Sea T una transformacién lineal, donde T:R?’—-R® es tal que T(2,5)=(2,5,1),
7(3,—1)=(1,— 1,0); halle T17,—17) y T{z,y).

15.5.4. Dada la transformacion lineal T:P, — P> definida por
T(ax*+bx+c)=(a+2b)z*+(b—c)z+(a+2c)
a. Calcule T(z*+3z—5).
b. (62— 3z —3 € KerT?

Seccion 13: Transformaciones lineales, transformaciones matriciales, Kernel e imagen I
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ot —z+1 € KerT?

ot —Tr—6 € ImT?

o’ +dx € ImT?

Usando la base canénica para P,, encuentre A;.
Determine una base para el KerT.

R R~

Determine una base para la ImT.
Verifique el teorema de la dimensién para la transformacion 7.

o

T T+2y—=z
15.5.5. Dada la transformacién lineal T:R* — R?, definida por T|y|=| y+z
z rty—2z
-3
a. Calcule T| 1
2

b. {|—1|€ KerT?

c. i|—2|€ KerT?

d. i|—3|€ImI?

e. )| 1 |emT?

Usando la base canénica para R?, encuentre Ar.
Determine una base para el KerT.

=R CIIEY

Determine una base para la ImT.
Verifique el teorema de la dimension para la transformacion 7.

o



15.6. Preguntas de tipo Saber Pro

El tratamiento de estas tematicas requiere que usted tenga claras las definiciones y propiedades asociadas a

las transformaciones lineales; en este sentido es importante que revise la teoria sobre las transformaciones li-

neales y que eventualmente se apoye en los conceptos presentados en los textos ofrecidos como referencias bi-

bliograficas del curso.

15.6.1. Preguntas de seleccion multiple con tnica

1)

2)

3)

respuesta
Al rotar el vector (3,4) en sentido horario con
6 = 45° se obtiene:

Sea T una transformacién lineal tal que:

T(1)=—2, T(t+2)=1, T({+t)=0 entonces
T(3t*—2t+2) es:

A. —29

B. —19

C. -9

D. =2

Sea T una transformacién de P, — P, tal que:
T(at*+bt+c)—abt—c+1 entonces se cumple

Saw»>
S

4) Si T es una transformaciéon de P> — P tal que:

T (at®+bt+c) — bt —a se cumple que la transfor-
macion de la base canénica es:

A. {-1,0,0}

B. {1,-t,0}

C. {-1t,0}

D. {-1,tt}

1

5) Sea Bi={ij}y B,= {(_3>,<(2))} bases de R?, si

x 5
X = (y) € R?, al escribir X en términos de la base

B2 se obtiene:
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1 2 -
6) SeaAZ(2 1 3 )entonces se tiene que:
L
A. Ker(A)=1( —1
2 /]
B. nu(4)=2
=1
C. Im(A)=( 1
1
D. ran(A)=2

15.6.2. Preguntas de seleccion multiple con multiple
respuesta
En las siguientes preguntas:
Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

7) Un tridngulo con vértices A(0,0),B(3,4),C(0,5)
gira un angulo de 135° en sentido antihorario
respecto al vértice A, para obtener el tridngulo
A’,B’,C". Es correcto afirmar que:

1. El area se duplica
2. El perimetro no varia.
3. El vértice C” es (— 5‘26 - 5‘25)

b

4. La matriz de transformacion es ( 5

-
] Nl\)
ot
~———

2r—y+32=0
8) Paraelsistemaq 4z —2y+6z=0 secumple que:
—6z+3y—92=0
1. Una base para el espacio solucion del siste-
1 0]
ma es: 1|2 |3
o/l1))

2. La dimensién del espacio solucién es R?
2
3. |—5| es generado en el espacio solucion.
3
4. Una base para el espacio solucién del sistema
0)( 0 ]
esq[1}]| O
2/(—2 J

9) Si T es una transformacién de R?® — R? tal que:

x
T|y|— <;+ 2yz) se cumple:
z

10) Si T es una transformacién de R® — R? tal que:

T A »
Y- Y+ 2 se cumple:
z

1. ranT =1

DO
)
=
Il
et
—_
o~
-
—_
— |
—_
—
—
N O
=
—

1

3 T= —2:{j;>
0

4. Ran(T) =2



1 sean {1} ) s = 11)’(-3&}’
w={ )((i’)%m 1) oo

_19
2. X32:<1_12>
2

25

3. Xs—Xs= T)

S|l=
N|oo

12) Sea una transformacién lineal T:Msx2(R) —,
10 01 10
donde T' =3, T =—3,T =2,

00 10 10
TOO_i1 tri _[a b .
g 1)~ 1,yunamatrizu={  |entonces

se cumple que:
T:Moxs(R) — T(w) =3a—3bc—d

11
1} )0
T:-Mox2(R) - T(u)=3a—2b—c—d

-20
r( 25 o)
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15.7. Recursos informaticos recomendados

15.7.1. Recursos de calculo online

1.

En http://es.onlinemschool.com/math/assistance/vector/basis_expansion/ OnLineMSchool
ofrece la posibilidad de descomponer un vector en n dimensiones en una base con vecto-
res a,,a,,as...a, conocldos.

Wolfram Alpha ofrece en https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/alge-
bra/matrices/ la opcién Other Matrix Operations, que permite evaluar el rango y la
nulidad de un conjunto de matrices, una base y una base ortogonal (estas son de espe-
cial relevancia para algunas aplicaciones especificas). [gualmente en https://www.wol-
framalpha.com/examples/mathematics/geometry/geometric-transformations/ permite
evaluar, visualizar y determinar el efecto de una matriz de transformacién para la ro-
tacion, reflexion y cizalladuras de objetos geométricos (estos aspectos conceptuales son
relevantes en muchos campos de las ciencias y las artes).

15.7.2. Algunos videos de apoyo

1.
. Kernel e imagen de una transformacién lineal https://youtu.be/yD713SrshcU (13:18)

Definicién de transformacién lineal y ejemplos https://youtu.be/nMrCVhQIYsY (13:39)

Kernel — imagen — nulidad y rango de una transformacién https://www.youtube.com/
watch?v=1hNiiNOZUNI (10:55)

Construccién de una transformacién lineal https:/www.youtube.com/watch?v=1JuN_
fp7jBo (11:36)

Transformaciones lineales https://youtu.be/HOWO0p6VA9bQ (6:03)

Transformaciones lineales https://www.youtube.com/watch?v=14nzgVrNtvg (12:57)



16.1.

EIGENVALORES Y EIGENVECTORES

Introduccion

Con el estudio de las transformaciones lineales de un espacio en si mismo aparece la oportuni-

dad de analizar los vectores cuya imagen es un vector paralelo al original. El paralelismo entre

vectores no nulos implica que un vector es multiplo escalar no nulo del otro. De ahi que el pro-

cedimiento implica encontrar los escalares y los vectores que satisfacen esta condicion. Tales

escalares y vectores se llaman eigenvalores y eigenvectores, respectivamente. Nuestro trabajo

en esta seccidn reune dos aspectos de este estudio: 1) considerando la transformacién matricial

asociada calcularemos los eigenvalores y los eigenvectores; 2) la interpretacion de estos para la

transformacién lineal.

Es importante que tenga en el recuerdo inmediato la factorizacion de polinomios y la solucién

de ecuaciones, pues esto es un prerrequisito para hacer los calculos necesarios.

16.2.

Objetivos de informacion

Calcular los eigenvalores y los eigenvectores para una matriz dada.

Determinar la multiplicidad algebraica y geométrica de los eigenvalores para una
transformacién lineal.

Interpretar los eigenvalores y los eigenvectores en el marco de la transformacién lineal
original y la transformacién matricial asociada.
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16.3. Ejemplos resueltos

16.3.1. Primer ejemplo. Algoritmico. Encuentre los eigenvalores y los eigenvectores para la ma-

. 7 =2
triz A= (1 4 )
Solucion:

Para calcular los eigenvalores hay que resolver la ecuacién |AL—A|=0 donde A es
la incognita de la ecuacidn e I, es la matriz identidad compatible bajo la suma con A.

oy (7 -2
a2

Al efectuar las operaciones indicadas, se obtiene que:

=0.

AO\ (-7 2\ [A-T 2| .. .. o B
‘(0 ,1)+<—1 _4)‘_|_1 /1_4‘—(/1 DA—4)+2=2—11A+30=0

Al resolver la ecuacién cuadratica se encuentran dos raices o ceros reales y dife-
rentes A1 =6y A, =5.

Para calcular los eigenvectores resolveremos dos sistemas homogéneos de la for-
ma (AL —A)v =0, uno cuando A; = 6 y otro cuando A; = 5.

Para A1 =6, el sistema homogéneo toma el aspecto (61, —A)v =0, lo que es equiva-

A=7 2 \|z 0 -1 2\[z 0
= sea —
-1 A—4)\y 0 -1 2)\y 0
Note que la matriz de coeficientes tiene determinante cero, tal como se calcul6 antes.

-1 2|0
-1 2|0

(é _02 8) Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones y estas son paramétricas

x—2y =0, de donde (ZJ) = (2t) = t(f) conteR.

lente a que

Ahora, si la matriz aumentada es (

), la matriz escalonada reducida es

l



Para A, =5, el sistema homogéneo es (5L —A)v =0, es decir, (_% f)(x> - (8) De
- Yy

nuevo, la matriz de coeficientes tiene determinante cero. Como la matriz aumenta-

da es <_2 2 | O), la matriz escalonada reducida es (é _01 | 8) Las infinitas soluciones

—-110

son paramétricas z —y = 0, de donde (:r) = ( i ) = t(i) conteR.
)
Como usted puede apreciar, se hicieron los calculos completos, pero queda pen-

diente un aspecto importante y es /jqué significan estos calculos para una trans-
formacién lineal?, jqué interpretacién tienen esos valores y vectores calculados? El
siguiente ejemplo resuelto los contextualiza en las TL.

16.3.2. Segundo ejemplo. Aplicacién. Dada la transformacion lineal

T- R - 2
T T 7 —2><x>
— T =
(y) (y) (1 4 \y
Encuentre los eigenvalores y los eigenvectores asociados a la matriz de la TL e in-
terprételos para T.

Solucion:
Esta TL transforma vectores del plano en vectores del plano mediante una multi-

o ' ' 3 7 —2\(3 11
plicacién por una matriz. Por ejemplo, T( )Z( )( ):(

5 1 4 \s 23)con la multiplicacién

usual entre matrices.
Debemos calcular vectores no nulos que al transformarlos se conviertan en vecto-
res paralelos al original, esto es,

T(x) = A<x> que es equivalente a (7 —2)(95) = A(x)
y y L 4 \y Y
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, T 7 —2\[x
De aqui que A(y)—(l 4 )(y)

para el sistema homogéneo
P L0\ (7 =2\\[z\_(0
01/ \1 4/\y/ \o
Por eso en el ejemplo anterior hemos calculado los valores para los cuales

4o 507

; . T 2
Para A, = 6 encontramos que los vectores que resolvian el sistema eran (y) = t(l)

0 . .
<O . De modo que se requieren soluciones no nulas

= 0. Alli obtuvimos que A, = 6yd; =5 eran los valores buscados.

con t € R. Por consiguiente, debemos entender que la TL acttia sobre los vectores de

2 . ., .
1 con t € R como una dilatacién a seis veces

su tamano original. La TL toma un vector v de la recta y lo transforma en 6v, este re-

la recta con ecuacién vectorial (y) = t(

. 7T —2
sultado es equivalente a lo que da < )v.

1 4
A manera de ilustracién, considere el vector v = 3 de esta recta. Al transformar-
. 6 7 —2\(6 36 6
lo mediante T se encuentra que T(B) = (1 4 )(3> = (18) = 6(3>.

Para A, =5, la TL también actiia como una dilatacién para los vectores en la rec-

T 1 . .
ta (y) = t(l) con t € R, pero los transforma en uno que tiene una norma cinco veces

la original.
Para los vectores que no se encuentran sobre estas rectas, la TL no tiene ningin

comportamiento especial.

14.3.3. Tercer ejemplo. Aplicacién. Para la transformacion lineal

T: P — P
a+az+ar’ — T(a+azr+ ar?)=(a+a)r+(a+ a)z



Usando la base canénica para P,, encuentre Ay.
Determine la transformacién L asociada.
Encuentre los eigenvalores para Ay.

o TP

Determine las bases para los eigenespacios asociados a los eigenvalores encon-
trados para Ay.
e. Interprete los eigenvalores para A;, en términos de la transformacién 7.

Solucién:
;s 9 , .
Como la base canénica para P, es {1,2,2°} , los transformados de los vectores basicos

son

T(1)= x+x2; T(z)=z, T(2*) =2

De esta forma, los vectores de coordenadas en la base de P, para los trasformados

0] (0 0 000
son|1];|/1]|y|0|, de donde Ar=|1 1 0|y por consiguiente, la transformacién matri-
1) 10 1 101
cial asociada es:
3 Rs
a a 00 O0]a
—~ Lib|=[11 0}|b
10 1)lc

Lo que se debe encontrar es el conjunto solucién no trivial para (Al —Ar)v = 0. Para

100} (00O
calcular los eigenvalores debemos resolver |AL—A|=[A{0 1 0|—|1 1 0||=0
001) (101
De aqui se obtiene que:
A 0 0
-1 A-1 0 |=AA—-1F=0
-1 0 A-1
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Esta ecuacion caracteristica implica que hay dos eigenvalores: Ai=0 y A, = 1.
A1 =0 tiene multiplicidad algebraica 1y A, =1 tiene multiplicidad algebraica 2 (el
factor tiene exponente 2).

Con A: =0, el sistema homogéneo es (0I; — Ar)v = 0, es decir, (—Ar)v = 0. La matriz au-

0 0 010 10 110
mentada de este sistemaes|—1 —1 0 [0]| yla escalonada reducidaes|{0 1 —1|0|. Por
-1 0 —1]0 00 010
a -1
esta razon, v tvs=0y v»—ov3 =0. Al parametrizar se encuentra que [b|=¢| 1 |con
c 1
-1
t € R. El eigenespacio asociado a A1 =0 es Fo={(| 1 y A=0 es de multiplicidad
1

geométrica 1 (solo hay un vector en la base de E,).
Analogamente, para A» =1 el sistema homogéneo es (1 —Ar)v =0, con lo cual

1 00f0 1 00]0
(L—Ar)v=0.Asi,|—1 0 0|0]| y la escalonada reducida correspondiente es [0 0 0[0
—1 0 0]0 000|0
a 0 0 0
En este caso v, =0, v, y v; son parametros. De modo que [b|=|¢|=¢1|+s|0|con ¢,
c s 0 1
0}(0
s € R. El eigenespacio asociadoa As=1es i =(|1]|0|). .2=1 es de multiplicidad
0)(1

geométrica 2.
En conclusién, se ha encontrado que la transformacion lineal T actiia como un anula-
dor sobre los polinomios que se encuentran en (—1 +z + %), no olvide que el vector de

-1
coordenadas en la base canénica de —1+xz+2* es el vector | 1 |. Asi mismo, T actiia
1
como la identidad sobre polinomios en {z,z*), esto se da porque los vectores de coor-
0 0
denadas paraxy z?son |1 |y |0], respectivamente.
0 1



16.4. Ejercicios guiados

14.4.1. Para la transformacion lineal T:P, — P, definida por

T(at*+bt+c)=(2a+4b+ 3c)t* +(—4a—6b—3c)t +(3a+ 3b+¢)

Conteste las siguientes preguntas:

o

PR om0 A0 T

L3tP—t+5 e Ker(T)?;

=5t +Tt—2€ Im(T)?

Usando la base canénica para P,, encuentre Ar.

Determine la transformacion lineal matricial L asociada.

Determine una base para el KerL.

Determine una base para ImlL.

Encuentre nul. y ranL y verifique el teorema de la dimensién para L.
Encuentre los eigenvalores para Ay.

Determine las bases para los eigenespacios asociados a los eigenvalores encon-
trados para Ar.

Interprete los eigenvalores para A, en términos de la transformacién L.

Para resolver cada una de las preguntas, siga el procedimiento indicado.

a. Aplique T (3:*—t+5), si su resultado es 0, su respuesta serd afirmativa; en caso con-

trario dira que no. ;Cudl es su respuesta?

cese

..............................................................................................................

b. Recuerde que para comprobar esto, debe tomar un v = at’+ bt + ¢ € P, y verificar si el

sistema T(at*+ bt +c¢) =—5t>+ 7t — 2 tiene solucién. ;Qué encuentra?

cese

..............................................................................................................
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c. Recuerde que la base canénica de P, es {t%t,1}. Halle los vectores transformados de

cada una, esto es, T(¢*), T(t) y T(1); una vez obtenga estos resultados, ordene en una
matriz 3X3 (donde se ordena cada resultado anterior en forma de columna), luego

Ap=|ii i ii); complete los espacios de la matriz.
a

La matriz L asociada pedida corresponde a la multiplicacién Ar|b|. ;A qué resultado
C

..................................................................................................................

. Recuerde que el kernel de L es KerL ={v = at*+bt+c € P.:T(v) = Ow}, entonces obten-

ga la solucién de T'(v) = Ow; ¢el conjunto obtenido es una base para KerL?

....................................................................................................................

. Para determinar de una manera rapida la ImL, tome la simplificaciéon de la matriz

a a
Ar|b |y exprésela como una combinacién lineal de la forma Ar|b|= a|ii|+ bl |+ c| ik,
c c

complete la informacién de estas casillas vacias. ;/Estos tres vectores columna son
base para ImL? Sino es asi, halle la base ya que esto es lo solicitado.

..................................................................................................................

....................................................................................................................

g. Anote los valoresde nulL= y ranL= . Ahora verifique que nuL +ranL = dimR® = 3.



h. Para encontrar los eigenvalores para Ay, realice | Ar— A\ |= 0, donde I; es la matriz

identidad de tamafo 3x3. ;Cuéles son los valores de A que satisfacen dicha ecuaciéon?

© 8 6600000000600 0000000000000 0000000000000000000000000000000006000000000600000000000s00sssscsssssssssssssssssosssossssss
© 6666666000660 6 6000660006006 00 0000000000600 00000060000000060000000000000000000000000000000000000000000000000 000

Para determinar las bases para los eigenespacios asociados a los eigenvalores encon-
trados para A, remplace los valores de A obtenidos en el paso anterior a la ecuacién
(Ar —A\L)x = 0, y resuelva el anterior sistema homogéneo. Los vectores x que se obten-
gan seran los generadores de los eigenespacios. /Cudles son sus resultados finales?

© 8666666006060 6 6006006000000 00060060000000000000060000000060000000000000000000000000000000000000000000000000s 000

x1
Para interpretar los resultados del paso anterior, por ejemplo si x =y | es uno de
Z1
Il Z1
los eigenvectores, realice Ar|y: |y compare con [y |, para ver qué sucede, ;,Cual es su
Z1 Z1

respuesta a este item? Tenga en cuenta los eigenvalores para la interpretacién como

una dilatacién, contraccion, inversion o anulacion.

© 8660060006060 0 0000060000000 000000000000060000000060000000000000600060600000000060000000000s00sssssssssssssosssssssss
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16.5. Ejercicios propuestos

T MQXQ(R) - MQXQ(R)
16.5.1. Con la transformacién lineal a b\ (@ b\_[at+d 2b |, responda las siguien-
c d ’ c d ¢ 2a—b

tes preguntas.

a.

=3

@ ® 20

10
- ?
6(_1 3> € KerT"

02
; ?

Usando la base canénica para M:x2(R), encuentre Ay;.

Determine la transformacién L asociada.

Determine una base para KerL y para KerT.

Determine una base para ImL y para ImT.

Encuentre nulL, ranL y verifique el teorema de la dimensién para L. Haga estos
calculos para T.

Encuentre los eigenvalores para Ay.

Determine las bases para los eigenespacios asociados a los eigenvalores encon-

trados para A.

. Interprete los eigenvalores para A, en términos de las transformaciones L y T.

16.5.2. Dada la transformacidon lineal

o TP

T: b - P
at’+bt+c — T(at*+bt+c)=(a—b)t*+(2b+c)t+(2a+c)

+t—2 € KerL?

A2+ 4e€ImT?

Usando la base canénica para P,, encuentre Ar.
Determine la transformacién L asociada.



Determine una base para KerL y para KerT.

. Determine una base para ImL y para ImT.

Encuentre nul, ranL y verifique el teorema de la dimensién para L. Haga estos
calculos para T.

Encuentre los eigenvalores para A;.

Determine las bases para los eigenespacios asociados a los eigenvalores encon-
trados para A;.

. Interprete los eigenvalores para A;, en términos de las transformaciones L y 7T.

16.5.3. Dada la transformacidon lineal

®” - ® 20 T O

T R = R?
(z,9,2) — T{z,y,2)={4x—y+ 62,22 +y+ 62,20 —y+ 8)

i{1,0,— 1) € KerT?

i£9,9,9) e ImT?

Usando la base canénica para R?, encuentre A;.

Determine la transformacién L asociada.

Determine una base para KerL y para KerT.

Determine una base para ImL y para ImT.

Encuentre nulL, ranL y verifique el teorema de la dimensién para L. Haga estos
calculos para T.

Encuentre los eigenvalores para Ay.

Determine las bases para los eigenespacios asociados a los eigenvalores encon-
trados para A;.

. Interprete los eigenvalores para Ay, en términos de las transformaciones Ly 7.
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16.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Antes de iniciar la solucién de estas preguntas de tipo Saber Pro es importante que usted tenga claras las defi-

niciones, el procedimiento para determinar los eigenvalores y eigenvectores de una matriz, y la forma de obte-

ner la matriz asociada a una transformacion lineal.

16.6.1 Preguntas de seleccion multiple con tunica
respuesta
1) Sea T:P, — P, definida por
T(a+br+ca?) »—2c+(a+2b+c)z+ (a+3c)z?
Entonces para la matriz asociada a la transfor-
macién lineal 7' en la base candnica se tiene que
los eigenvalores son:

A A=—1A=-2

B. A=—1,A=2
C. 1=1,A=—2
D. A=1,A=2

2) Sea T:P, — P, definida por
T(a+bz+cz?) »—2c+(a+2b+c)z+ (a+ 3c¢)z?
Entonces, para la matriz asociada a la transfor-
macién lineal T en la base candnica se tiene que
los eigenvectores son:

ALGEBRA LINEAL. Modelacién, solucion de problemas v ejercicios

—
o

—1)(0 —21
A0 1|1
10 1]
—1)(0)(2
B. {[0 [|1}]1
—1J10/{1
1)(1)(-2
C. {[o||-1}|] 1
1/10 1]

3) SiAr=|0 0 1

4)

0 1 0

es una matriz asociada a
@ —3a* 3a

una transformacion lineal, entonces los eigenva-

lores cumplen que:

A h=a, b=51=—%

B. hi=A=a,A3=%

C. /11=A2=/13=0z

D. /112/12:%,/.13:(1’

Si se tiene un 4ngulo de rotacién @ en sentido
antihorario tal que 0 <@ <% entonces la ma-
triz de transformacion lineal esta dada por

cosl —sinf .
X , para los eigenvalores de esta ma-
sinf  cosl

triz es correcto afirmar que:

A. Son dos valores reales diferentes.

B
C
D

. Es un tnico valor real de multiplicidad 2.
. Son Al :_/11.

. No tiene solucién en los reales.

5) Si T:R*®— R? esta dada por

v xz

1 -2 0|z

yl—=T|y|=10 =1 2 [ly|, entonces el

z z

1 0 —3)lz



polinomio propio asociado a la matriz de la
transformacién lineal es:

A —A-32+A-1

B. A*+34—-81+8

C. P+2*-8

D. —A*=32*+84

6) Si TR’ - R es definida como T(x> = ("’” _y>, en-
y/ \z+ty

tonces los eigenvalores de la matriz asociada a la

transformacion son:

A. Reales diferentes

B. Reales idénticos

C. Nulos

D. Complejos

16.6.2 Preguntas de seleccion multiple con multiple

respuesta
En las siguientes preguntas:
Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

7) Si Ar es una matriz asociada a una transforma-

cién lineal tal que su ecuacién caracteristica
A2(A=1)(A—2) =0, es correcto afirmar que:

1. La matriz A; debe ser de orden 6

2. Se tienen tres eigenvectores asociados

3. Los valores de A son A1 =0,A2=1,A3=—2

4. Su polinomio caracteristico es 1°—32A%+2

Si T:R* — R? es definida por:

(:c) T(I) _ (—3 —2)(z) ¢ los ei
— = , entonces 10s eigenva-
y Y L 0 /\y 8

lores de la matriz asociada a la transformacion
lineal son:
1. A=—2

9)

10)

11)

= W DN

. A==1
. A=1
. A=2

Si T:R? — R? es definida como

P T =) =2\ .
~T| |= , entonces los eigenvec-
(] (] I 0 /\y

tores de la matriz asociada a la transformaciéon

son:
L)

2. (i

3. (1)

4. ()

Si T:R? — R? es definida por

x T 1 -2 0|z

y|—T|ly|=|0 =1 2 |[ly|, entonces de los ei-
z z 1 0 —3)lz

genvalores asociado a la matriz de transforma-

cién es correcto afirmar que:

1. A=0 tiene multiplicidad 2.

2. Ningtn eigenvalor tiene multiplicidad dife-
rente de 1.

3. Se

eigenvalores.

tienen dos valores diferentes de

4. Hay un tnico valor de A real.

Sea T:P, — P, definida como T(p(z))=p(2z+1)
entonces se cumple que:
1. La matriz de transformacion en la base cané-

111
nicaes |0 2 4
004
—1](0])(2
2. Los eigenvectores son 7 0 |1 []1
—1]10]{1

3. Los eigenvalores de la matriz asociada son

A=1A=271=4
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4. La matriz de transformacion en la base canénica es [0 —2 4
1 0 4
12) Sea T:P — Pydefinida como T(a + bz + cz?) — (a+ b)z + (a + ¢) z* entonces se cumple que:
1. anT =2
2. ImT = <x2,x>
3. nulT =2
4. KerT ={z* +z, 1)

16.7. Recursos informaticos recomendados

16.7.1. Recursos de calculo online

1. Symbolab ofrece en https://es.symbolab.com/solver/matrix-eigenvalues-calculator y en
https://es.symbolab.com/solver/matrix-eigenvectors-calculator la opcion de determinar
y calcular los eigenvalores y eigenvectores asociados a una matriz de transformacién
hasta de orden 5. Usted debera darle al sistema la matriz de entradas reales asociada
a la transformacién ya sea en base candnica o en otra base.

2. Wolfram Alpha, mediante la instruccién eigenvalues eingenvalores hasta matrices de
orden 7, y presenta los eigenvectores asociados (disponible en https://www.wolframal-
pha.com/input/?i=eigenvalues ). De otra parte con la instruccién eigenvectors (disponible
en  https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigenvectors+%7B%7B1,+0,+0%7D,+%-
7B0,+0,+1%7D,+%7B0,+1,+0%7D%7D&lk=3) permite determinar los eigenvectores
asociados a una matriz; presenta ademas los eigenvalores asociados y ofrece hasta para
matrices de orden 3, una representacion grafica de los eigenvectores asociados.

Adicionalmente, mediante la instruccidn characteristic polynomia (disponible en
https://www.wolframalpha.com/input/?i=characteristict+polynomial+%7B%7B4,+1%-
7D,+%7B2,+-1%7D%7D&1k=3) posibilita encontrar el polinomio caracteristico aso-

ciado a una matriz, ofreciendo ademas una representacion del mismo y sus formas

ALGEBRA LINEAL. Modelacion, solucion de problemas v ejercicios

algebraicas alternativas.

3. La calculadora online https://matrix.reshish.com/es/gauss-jordanElimination.php le

212 ., . .
puede ayudar en la reduccion por filas para encontrar los eigenvectores.



16.7.2. Algunos videos de apoyo

1.
2.
3.

Eigenvalores y eigenvectores https://youtu.be/Hwpd 70oYHW5Q (14:12)

Casos para los eigenvalores y eigenvectores https://youtu.be/LhzXL59M93E (7:12)
Preguntas de seleccidén sobre eigenvalores y eigenvectores https://youtu.be/smZol79e10c
(9:32)

Valores propios matriz de rotacién https://youtu.be/ZTO9GpISng8 (8:39)

Valores y vectores propios (Matriz de probabilidad) https://youtu.be/vy-jmzQkASs
(11:44)
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APLICACIONY MODELACION CON
BASE EN LOS EIGENVALORES
{ W4 Y LOS EIGENVECTORES

17.1. Introduccion

La aplicacién y la modelacién de eigenvalores y eigenvectores es bastante amplia. Para esta sec-
ci6n hemos seleccionado algunas de estas aplicaciones y de los modelos que tienen su base en la
teoria de los eigenvalores y eigenvectores con la anotacién de que existen muchos méas y que ani-
mamos a explorarlas porque son de una gran riqueza y utilidad que pueden ofrecerle oportuni-
dades de comprensién y entendimiento en sus propias disciplinas y campos de estudio.

Para ilustrar la modelacién hemos elegido: 1) el modelo de crecimiento de poblacién de Leslie,
que puede ser consultado en muchas publicaciones, aunque en particular recomendamos los tex-
tos de Grossman (Grossman, 1996, pags. 556-560), (Grossman, 1998, pags. 193-204); 2) el proceso
jerarquico Analitico (AHP) como modelo multicriterio para la toma de decisiones. Anderson et al.
presentan este algoritmo de forma muy detallada y clara, por lo cual recomendamos su consulta
(Anderson, Sweeny, & Williams, 1998, pags. 752-753). Para conocer una aplicacién del AHP a la
comprension de los fendmenos sociales, se sugiere la lectura de Barragan (Barragan, 2016); 3) las
formas cuadraticas cuya teoria puede ser revisada en Kolman (Kolman & Hill, 2013, pags. 373-
380) y 4) la forma matricial de ecuaciones diferenciales (Grossman, 2007, pags. 595-600).

La intencionalidad pedagodgica de esta seccidén es aproximar a los estudiantes a la lectura y
discusiéon de articulos y secciones de libros de consulta para el aprendizaje de la modelacién.

Para el entendimiento de las lecturas y modelos se sugiere emplear la metodologia de la
Figura 1 implementada durante el curso y el formato para hacerla operativa y que se encuentra
en el desprendible de la seccién.
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17.2 Objetivos de informacion

+ Aplicar la teoria de los eigenvalores y eigenvectores al estudio de una poblacién, a la
toma de decisiones y a las formas cuadraticas.
* Modelar problemas sencillos mediante la teoria de los eigenvalores y eigenvectores.

17.3 Ejemplos resueltos

15.3.1. Un aspecto importante del analisis de funciones en varias variables es poder determinar

su comportamiento, particularmente cuando no se encuentra en lo que se denomina la
forma estandar o candnica. Una forma cuadratica en dos variables es una expresion de
la forma az’+bxy +cy’ = d que a su vez puede interpretarse como una funcién de la for-
ma F(z,y) = az’ + bry + cy’ = d, donde el término en zy indica que la cuadrética esté rotada

un angulo 8 respecto al sistema cartesiano. Ademads, en forma vectorial se puede reex-

b/2 )
presar como F(z,y)=Av-v con v= (;j) y A= <b72 é ) Puede igualmente mostrarse que

si A1 y A2 son los valores propios asociados a A4, entonces ax’+bry + cy’ = d puede expre-
sarse como Aix”+ A:y” = d, donde z’, y” se refiere a un sistema de referencia en el cual la
cuadratica no estd rotada y, por tanto, su identificacién es inmediata. En este contexto,

clasifique la curva

32 — dxy + 2y* = 3.

Solucion:
Identificando con la forma general a=3,b=—4,c=2,d=3 (luego + =—2) Asi, la matriz

Aes A= (_32 _2 ), cuyos eigenvalores deben satisfacer la eigenecuacién determinada
3—A4 —2 ) ‘
por| o o =(B3-A)(2-1)—4=0, es decir, que >’=51+6—-4=00A"—51+2=0

cuya soluciones son



5+~/25 4(1)(2) 5+,/25 + /17
5

Por tanto, A, = "f‘ Ty Q=251
Asi ya se tiene la ecuacion de la cuadratica en el sistema z'— 3" que esta rotado un
angulo 6 respecto al sistema z — vy, en este caso Aiz” + A2y = d, es decir, que es una

elipse con ecuacién

5+ V1T ,», 5-417 ,

La Figura 28 presenta la transformacion de la forma dada a una estandar.
JPuede usted identificar cual seria en la grafica el sistema x'—y” y cual el sistema x—y?

En algunos casos se puede requerir determinar también el angulo de rotacién @
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. Para esto existen va-

rios métodos, uno de ellos se realiza a través de la matriz de rotacién de la forma
cosa —sena . . . .
(sena cos ) con 0 < @ < 2. Esta matriz fue estudiada en los ejemplos de la seccién

13 sobre transformaciones lineales.

Figura 28. Resultado de la transformacién de la forma cuadratica dada a una forma estandar.

=37

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®
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17.3.2. Segundo ejemplo. Modelacion. Modelo de competencia: Bajo la suposiciéon de que dos es-

pecies de animales ocupan un mismo ecosistema, son competidores por los mismos re-
cursos (por ejemplo, una presa comun, un espacio, un recurso -agua, petroleo-, personas,
sujetos susceptibles de ser reclutados por diferentes agentes del conflicto, etc.) del sis-
tema en el cual cohabitan. Si inicialmente se asumiera que solo una esta presente (o en
ausencia de la otra), la razén a la que cada poblacién crece estaria dada, en el modelo po-
blacional més simple, siendo zi(t) y 22(¢) la cantidad de individuos de cada una de las

dr __
. =K (If) .
especies, por 1 4. , respectivamente.
=Koz (t)

Ahora bien, como las especies compiten por el mismo recurso, el modelo admite supo-
ner que cada una de las razones a las que cambia una de ellas se reduzca por la exis-
tencia o presencia de la otra. Asi el modelo toma la forma:

% = ax (t) + b2 (t)

% =czi(t) +drs(2)

Donde b y ¢ deben ser negativas.

De otra parte, si se tiene un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias

A _ + by
de primer orden de la forma {;’;; az (1) + b (1)

sujeto a las condiciones iniciales
%= o (1) + daa (1) 5

2:1(0 ., . x .
o= (xléO%)’ se puede demostrar que la solucién al sistema v(t)= (xl) puede escri-

cd

. . Al —1 , . .,
eigenvectores asociados v1 y v, y e¥ = Ce”C™'. En esta tltima expresién, C es una

. b . .
birse como v(t)=e*x) donde A = (a ), que tiene como eigenvalores a A1 y A2 y como

matriz cuyas columnas son los vectores propios de A, J es una matriz diagonal de

. . A0 .
los valores propios de A (es decir, de la forma J = ( 01 /12) y ¢" es una matriz de la

At
forma ¢” = °© 0
e = 0 Aot |*
e

Como ilustracion de este modelo, suponga que para un grupo de lobos (z;) y de zo-
rros (xz,) que compiten en un territorio por un recurso (por ejemplo, conejos) se tiene



que las razones de cambio de las poblaciones correspondientes satisfacen el sistema
de ecuaciones

%: 221 () — 32 (t)

% =— 32, (¢) + 422 (¢)

Si inicialmente en el ecosistema aislado (se supone que no existe un tercer com-
petidor y que no entran ni salen individuos de las dos especies de este) estaba cons-
tituido por 100 lobos y 50 zorros, se debe encontrar la poblacién de lobos y de zorros
a largo plazo.

Solucion:

En la discusién del modelo hay que interpretar la ecuacién % =221 (t)— 322(t) consi-
derando que la tasa de cambio de la poblacién de lobos con respecto al tiempo medido
en anos es equivalente a la tasa de natalidad de los lobos calculada para la poblacién
completa (200%, 2 lobos por afio por cada lobo de la poblacién actual) disminuida por
la tasa de mortalidad provocada por la poblacién de zorros existente (300%, 3 lobos
por afio por zorro por cada zorro de la poblacién actual).

En este caso la matriz de los coeficientes es A :( ) y sus eigenvalores queda-

-3 4
2__3A 4__3/1 =1>-61—1=0 dedonde, A, =3+ 10,4, =3— /10.

(3+/10)t
Con lo que J = (3 +Om 5 _Om), y por tanto, ¢’ tiene la forma e’ = (e 0 e(s—om)z).

ran determinados por

Los eigenvectores asociados son:

. 2—(3+410) -3 0)
P =3+
ara A, =3+4/10 se tiene ( 3 4= (3+ J10) | o) de donde
1 - _ 101
( I _3 10 - \?/)ﬁ ! 8) y llevando a la forma estandar se tiene que v = 13 )

Para 1> =3— /10 se tiene <2 _<3__3 \/E) 4 _<3__3 \/E) | 8), con lo cual
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B B V10+1
1+/10 -3 O) y llevando a la forma estandar se tiene que v Z( i ) y por

-3 1+ /100
J10-1  {/10+1
C= T3 T 3

tanto,
Ahora determinando C™', por ejemplo, con la matriz adjunta como en la seccién 3,

se sabe que C™' = |C|ad‘7 C, de modo que:

o1 = 2 (— . __) B L<_3 V10 10+ m>
B — 20

ol 2o 3/10 10— y10/

3
o 1 T

Dado que ¢* = Ce”C™" se tiene que:

J10-1 /10+1 (3+410) _
A=(TT 3 T3 |© T O/ + 310 10+ 10 , al realizar las operacio-
1 1 0 €PN 3/10 10— /10

nes se tiene que:

(10+ v 10)8(1—.1un+(10_ N 10)e(s+.mn 3 10( (3410t e(u.wn
At 20 20
[ — 3‘//10(6(3,/.01,76(3“10)[ (10+‘ 10)6 3+‘um+(107‘ 10)6(37‘10)1
20 20

100 .
v(t)= (?) = ¢* 1y entonces con xo = ( 50 ) se tiene que:
2

(10+ 10) (3~ nuz+(10 ‘/10) (3+¢10) 3y 10( (3= v10) _ Prs Y1)
I _ 1 20 20 B 100
— 50 3y 10(e (3=410) _ 3+ /10K (10+ 410)é .;+.m)¢+(10, /10)(3[37.10» 50

x2 20 20

g e

o) 125 50 + )=+ (o V)

Finalmente, la poblacién a largo plazo sera:

LS v e |

t—o0



Sin embargo, las condiciones técnicas del modelo implican que 21 =0, 22 =0, lo
que significa que a largo plazo dentro del modelo de competencia

Z1 o0
[=)-5)
Es decir, la poblacion de lobos tendera a crecer sin medida (posiblemente la pobla-
cion entrara a estar regulada por otros aspectos como la poblaciéon disponible de pre-
sas u otros recursos), en tanto que la de zorros tendera a desaparecer.

En la Figura 29 se representan las funciones de poblacion de las dos especies del
modelo.

Figura 29. Funciones de poblacién de lobos y zorros.

©
Zorros

Fuente: Elaboracién propia con Geogebra Classic 5.0®

17.3.3. Tercer ejemplo. Modelacién. La situacion problema de este ejemplo esta basada en el pro-
ceso jerarquico analitico como en Anderson et al. (Anderson, Sweeny, & Williams, 1998,
pags. 752-753). Un comprador desea elegir entre tres modelos de teléfono celular en lo
que se refiere a su capacidad de almacenamiento. Para la seleccion del modelo celular,
el comprador escribi6 en un folleto promocional que el modelo A es moderadamente mas
preferido que el modelo B; el modelo A es poderosamente mas preferido que el modelo
C; el modelo B es de igual a moderadamente mas preferido que C. Disefie una matriz de
comparacién pareada para esta situaciéon problema. Determine el vector de prioridades
de los modelos de celular respecto al criterio de capacidad de almacenamiento. /Son con-
sistentes los juicios del comprador?
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Solucién:
Conforme a la escala de comparaciéon pareada de Saaty (Saaty 2008, 86), la tabla

para los juicios es:

Teléfono celular A B C
A 1 3 5
1
B 3 1 2
1 1
C 5 B) 1

Asi la matriz de comparacion pareada para el criterio de capacidad de almacena-
1 35

miento de los teléfonos celulares es |+ 1 2|. Entonces los pasos para los juicios de
. . . % % 1
sintetizacién son:
Paso 1: Los totales de las columnas son 1 ++++=2;3+1+4+=3;y5+2+1=8.
Paso 2: La matriz de comparacién pareada normalizada es

15 2 5
23 3 8
B 21
23 9 4
3 11
23 9 8

Paso 3: Calculo del vector de prioridad para la matriz de comparacién pareada.
15 A 2
23 B} é 1 .
A-AL=| & <+ . De aqui que |A— AL Z—W(1656A3 —16554*—1)=0
3
55 A
23

Al resolver la eigenecuacion se obtiene que el Unico valor real es A =1 porque los

A

L
8

(I

o= | o

otros dos son complejos conjugados.



Con A=1, A—AL=|% . Al encontrar la matriz escalonada reducida del

o co|\‘] wlro
oo|i] i |— oofen

1081

(% 208
sistema homogéneo se encuentra que |v:|=t| 555 |con ¢ € R. Para visualizar mejor la
U3 1

sintesis y las prioridades relativas se normalizara el vector dividiendo por la suma
de sus componentes.

v) (0,6519
v |=10,2225|.
vs) 10,1254

Este vector indica que el teléfono celular preferido es el A, con una prioridad de
0,6519; el segundo en preferencia es B, con una prioridad de 0,2225 y el tercero es C,
con 0,1254 como prioridad.

Para saber si el comprador es consistente en sus juicios y sus preferencias no son
producto de la confusion, se estima la relacion de consistencia calculando el vector
de sumas ponderadas.

Paso 1:
1 3 5] (0,7512
0,6519|+|+0,2225| 1 |+0,1254|2 | = |2,2412
1 L 1) 13,8305
3 D
Paso 2:

Ahora, se dividen las entradas del vector de sumas ponderadas por los valores de
prioridad correspondientes.

0,7512 12,2412
6519 11523159995

= 10,0728, 2330

(e}

PaSO 3. /.lmax _ 1.1523+10.03728+30.5462 _ 20,7466
Paso 4. c1= 27" =g 8733
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Paso 5. CR=4% =% =15 29 como CR > 0,10; los juicios del comprador no son con-

sistentes, tal vez le hace falta mas asesoria para conocer mejor las caracteristicas de

los teléfonos celulares.

17.4 Ejercicios guiados

17.4.1. Primer ejemplo. Modelacién. Con base en el modelo de Leslie (Grossman, 1996, pags.

556-560), (Grossman, 1998, pags. 193-204), encuentre en un grupo de animales el nu-
mero de hembras jévenes y adultas después de 1,2,5,10,19 y 20 anos. Obtenga después
las relaciones a largo plazo de pj» a Pan y In a Tn-1 (realice redondeo a cuatro decimales),

0
dado que po = (12>, k=6,a=04,5=0,5.

Empecemos el problema por interpretar la informacion, ;Qué representa p, = (12)?,

(Cémo se entiende k=6,4=04y f=0,57

.....................................................................................................................

Recordemos que la matriz de tamafo 2X2, que representa parte del problema, esta

0 k . , . .
dada por A= (a/ B); remplace los datos conocidos, {qué matriz obtiene?

.......................................................................................................................

Para hallar la poblacion de hembras en un afo, recordemos que debemos efectuar la ope-
racién pr = Apo; remplace los datos que usted ya conoce y haga la simplificacién, ;,Cual es
su resultado?, interprete este resultado en términos de poblacién de jévenes hembras y
adultas en el primer afio (recuerde que sus poblaciones jévenes y adultas deben ser nu-
meros enteros, por esto debe tomar el menor entero al valor que arroje la operacién).

.....................................................................................................................



Para el segundo afo, p, =Ap: = A Ap, = A’po, simplifique esta expresion, jcual es su re-
sultado?, interprete este resultado.

Para el quinto ano ps = Aps = AA'py = A’py. Interprete este resultado en el contexto del
modelo.

© 66 600006000600 080 0800600068000 0680068080600 00006600600060006000000000000006000000000000000000000000000000000000000000000 000000

Repita el mismo proceso para asi encontrar py, Py ¥ P2, simplifique cada uno e inter-
prete los resultados.

© 6 6000000000000 0000000000000 0006000000000000000000000000000000000000000000000000000000sssososssssssssosssssssssssossssssss

Con base en los resultados anteriores complete la siguiente tabla, esto le sera de utili-
dad para estimar las relaciones a largo plazode p;, ap,, vy 7, a T,.

Poblacion total de
hembras T, en el afio n

Numero de
adultas p..

Numero de

Anon <
jovenes p;.

pj,n/ DPan T./Tw:

0 0 12 12 0 -

10
19
20 * *%

Para estimar las relaciones a largo plazo de p;, a p,,, tome el valor obtenido en la casi-
lla marcada con el simbolo *. ;Qué interpretacion le da a este valor?

© 8 6 0000000000600 0000068000000 080000000000000000000000000000000000000000000000000000000scsososssssssosossosssssnscssossssscs
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Para estimar las relaciones a largo plazo de T, a T,_,, tome el valor obtenido en la casi-
lla **. ;Qué interpretacion le da a este valor?

Ahora para hallar estos valores reales estimados en las dos preguntas anteriores, pro-
ceda como se indica. Tomemos la matriz A = (a B>’ ya con los valores dados desde el

comienzo, para calcular la ecuacién |A—AI|=0, y resuelva en términos de A, jcudles
son los eigenvalores obtenidos?
Compare estos valores obtenidos con **. ;Qué puede asegurar al respecto?

© 6 6060006006600 00 0660066000000 006000000600060060000006000000000060000000000000000600600000000060000000s0sosssssssscsosssssss

Interprete el ultimo valor obtenido comparable en términos de la poblacién total de
hembras (en términos de porcentaje).

Ahora tome el valor de A (comparable con el valor de la tabla), y remplaceen (A—Al)v =0
(considere v = (;) y resuelva el sistema homogéneo y parametrice la incégnita y, para

asi obtener una base para el sistema homogéneo. ;,Cual es su resultado?

Compare el primer valor de la casilla a,, de su vector columna resultante del paso ante-
rior con el valor obtenido de la tabla en la casilla *. ;Qué puede afirmar?

Interprete el Gltimo valor obtenido en términos de la relacién que guardan la poblacién
de jovenes hembras con adultas hembras.

@ 66 6060006006600 60 0060000000006 0000000006800 6000000600000000006000006006000000060060060000000000000000scsossssssssososssssss



17.5. Ejercicios propuestos

Para los ejercicios propuestos considere el modelo de Leslie (Grossman, 1996, pags. 556-560),
(Grossman, 1998, pags. 193-204).

17.5.1. Encuentre el nimero de hembras jovenes y adultas después de 1,2,3,5,10,19 y 20 afios.
Obtenga después las relaciones a largo plazo de p;, a p., y T, a T,-,. (Haga redondeo a

0
cuatro decimales), dado que po = (40), k=4,¢=0,7,8=0,8.

17.5.2. Encuentre el nimero de hembras jévenes y adultas después de 1,2,3,5,10,19 y 20 afos
Obtenga después las relaciones a largo plazo de p;, a p,, y T, a T,-,. (Haga redondeo a

. 0
cuatro decimales), dado que po = (10>, k=2,2a=02,3=0,3.

17.5.3. Suponga que las hembras de una poblaciéon animal viven por término promedio 20 afios y
que esta poblacién se divide en cuatro clases de edades iguales con intervalos de 5 afos.
Suponga que la matriz de crecimiento de Leslie viene dada por:

a1a2as3aq

B bho0oo
10600
00630

donde
a;= promedio niumero de hijas que tiene una hembra durante el tiempo
que permanece en la clase de orden i,con i =1,2,34
b;= fracciéon de las hembras que se espera sobrevivan y pasen a la clase de orden 7 + 1,con
1=1,2,3

Suponga que: a,=0, a,= 5, a;=7, a,= 2. Ademas, suponga que b,=0,5, b,=, b;=10,3

Siinicialmente hay 10 hembras en la primera clase, 20 en la segunda, 25 en la tercera, 15 en
la cuarta y 4 en la ultima clase, halle la evolucién en los 5, 10 y 15 afios proximos. (Observacién:
No olvide que cada ciclo comprende 5 afios).

Seccion 15: Aplicacion y modelaciéon con base en los eigenvalores y los eigenvectores I
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17.6. Preguntas de tipo Saber Pro

Al abordar el trabajo de solucién de estas preguntas usted debe revisar como calcular los eigenvalores y ei-

genvectores de una matriz. Ademas debe recordar la interpretacién geométrica asociada a los valores propios.

En este apartado se utilizaran las aplicaciones de los eigenvalores y eigenvectores a tres casos particulares: el

modelado poblacional, las secciones conicas y las ecuaciones diferenciales.

17.6.1. Las preguntas 1 a 4 se refieren a la siguien-
te situacion:

Una poblacién de aves se puede modelar mediante la

forma matricial P, = A"P,, donde

_(Pin _[Pio _<0 k) .
Pn_(RlJL)’ PO_(P@,O)’ 4 a B con:

Py: Poblacion de inicial de hembras

P;y: Poblacion inicial de hembras jovenes

P,o: Poblacion inicial de hembras adultas

P,: Poblacién de hembras en el periodo 7 de reproduc-
cién después del inicio

P;,: Poblacion de hembras jévenes en el periodo n de
reproduccion después del inicio

P,,: Poblacién 1 de hembras adultas en el periodo n de
reproduccién después del inicio

k: Numero de crias hembras promedio por cada hem-
bra adulta

a: Proporcion de hembras jévenes que sobreviven de
un periodo a otro

B: Proporcién de hembras adultas que sobreviven de
un periodo a otro

1) Silas proporciones de hembras adultas y jévenes
que sobreviven de un periodo a otro son 80% y
60% respectivamente, y cada hembra adulta da

2)

3)

3 hembras promedio en cada periodo entonces la
matriz A tiene la forma:

A 0 3
80 60

D.

Los valores propios asociados a 4, redondeados a
una cifra decimal, son:

A, A =822,N=—338

B. 11=63,7,\:=—2,2

C. A=194=-1,3

D. A=18A=-"1

La poblacion total de hembras al cabo del cuarto
periodo, si inicialmente se tenian 5 hembras jo6-
venes y 10 hembras adultas, es:

A. 98

118

198

208

Saw



4) La razén del nimero de hembras jévenes a hem-
bras adultas a largo plazo tiende a:
A1l

oSaw
DO wlon cof

Las preguntas 5 a 8 se refieren a la siguiente
informacion.
Una forma cuadratica en dos variables es una expre-
sién de la forma ax®+ bry + ¢y’ = d que a su vez puede
interpretarse como una funcion de la forma

F(z,y)=
donde el término en zy indica que la cuadratica esta

ar’ +bxy+ey'=d,

rotada un angulo @ respecto al sistema cartesiano.
Particularmente, en forma vectorial se puede reexpre-

a b/2
b/2 ¢
Puede igualmente mostrarse que si A; y A2 son los va-

sar: como F(z,y)=Av-v con v=(9y”) y A=<

lores propios asociados a A entonces az’ + bry + cy’ = d
puede expresarse como Aiz>+ Aoy =d donde z”, y” se
refiere a un sistema de referencia en el cual la cua-
dratica no esta rotada y, por tanto, su identificacién

es inmediata.

5) Si se tiene z°+ 32y + 2y> = 4 entonces la matriz A
asociada a la cuadratica es:

6) Los valores propios asociados a la matriz A para
la cuadratica de punto anterior son:

A= jy =

a:—a:—
=3-V2,h=%-/2

1:_7—\/—,/12:—:7—\/—

QQ.UUP

17.6.2. Preguntas de seleccion multiple con multiple
respuesta
En las siguientes preguntas:
Marque A si los enunciados 1 y 2 son verdaderos.
Marque B si los enunciados 2 y 3 son verdaderos.
Marque C si los enunciados 3 y 4 son verdaderos.
Marque D si los enunciados 2 y 4 son verdaderos.

Marque E si los enunciados 1 y 3 son verdaderos.

7) Unos vectores propios de la matriz A para
xt 4 3ay + 20 =

J10-1

~ 3
(T)
V10+1

2. [ 3
(7
J10+1

3. — 3
)
J/10-3

4. (T3
(7)

8) 2+ 3xy + 2y’ = 4 representa
1' 3+£"l() 9 o 3=l 3— ‘,l() yr‘) — 4

Una elipse

4 son:

Una hipérbola
3+/10 ‘ 3—V10 3
Sty =4

= CoRID

Las preguntas 9 a 12 se refieren a la siguiente in-

formacién: Si se tiene un sistema de dos ecuaciones

i — :
diferenciales de la forma {jj az (1) + b2 ¢)
= ey (t) + d2 (t)

)
1(0)
(

jeto a las condiciones iniciales xo = <a: 0)) se puede
2

Seccion 15: Aplicacion y modelacion con base en los eigenvalores y los eigenvectores I

228



ALGEBRA LINEAL. Modelacién, solucion de problemas v ejercicios

230

demostrar que la solucién al sistema v(t)=<x1> es
2

v(t)=(ml) =¢"zy donde A = (a b

x c d>’ que tiene como va-
2

lores propios A1 y A2 y como vectores propios asocia-
dos v, y v, y e =CeC".

Ademas C es una matriz cuyas columnas son los vec-
tores propios de A, J es una matriz diagonal de los va-

lores propios de A (es decir, de la forma J= (f)l /? ) y
2

At
. e 0
¢’ es una matriz de la forma ¢’ = ( 0 /u)~
e

Un modelo para la cantidad de sal presente en cual-
quier instante en dos tanques, inicialmente con un vo-
lumen de 50 galones cada uno y conectados entre si,
donde al primero de ellos entra agua pura a razon de
3 gal/min y sale mezcla homogénea de él hacia el se-
gundo a razén de 4 gal/min; del segundo fluye mezcla
hacia el exterior a razéon de 3 gal/min y también re-
gresa mezcla hacia el primero a razén de 1 gal/min,

es de la forma:

% :—%m (t) Ar 51—0.2‘2 (t)
dry _ 2

d o5 0) —%xz (®)

Si se sabe que inicialmente en el primer tanque hay
disueltas 25 1b de sal y el segundo tanque hay agua

pura.

9) Los valores propios de A son:

A=
2. l=—%
3. A=%
4. A=w

10) Los vectores propios de A son:
=1
“\3
1
-2
3.C>
2
4.(1)
!

11) Los componentes de v(t)
1. m(t)= %67(%) + B¢

—

DO

)]

atisfacen que:

2. 2 e %
3. IQ(t): 256_(%)_256— %)
4. z(t)=2501H) - Lo (H)

12) Las soluciones z,(t) y z,(t) cumplen con:

1. A largo plazo tiende a estabilizarse en 25
libras

2. Inicialmente z, es creciente, pero a largo pla-
zo decrece

3. xz; es decreciente

4. A largo plazo tiende a estabilizarse en 12.5
libras



17.7. Recursos informaticos recomendados

1. Crecimiento de una poblacién de pajaros https://youtu.be/uGmu9tynnEM (13:57)
2. Valores propios y aplicaciones (Cénicas) https://youtu.be/OWchXj8p300 (14:34)
3. Valores propios aplicacion (Matriz de probabilidad) https://youtu.be/rguA57wyL18 (12:21)
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TERCERA AUTOEVALUACION

PREGUNTAS DE SELECCION MULTIPLE CON MULTIPLE RESPUESTA

En las siguientes preguntas:

Si 1y 2 son correctas marque A.
Si 2y 3 son correctas marque B.
Si 3 y 4 son correctas marque C.
Si 2y 4 son correctas marque D.

Si 1y 3 son correctas marque E.

1) Para el triangulo que tiene por lados las rectas

que aparecen a continuacion, es cierto que:

Lidz,y)y=1,2)+t(—1,3)t e R

Lyx=y—2
Lgly =2

tiene area igual a 0.38 unidades cuadradas.
tiene area igual a 0.11 unidades cuadradas.
tiene perimetro igual a 2.85 unidades.

= §0 =

tiene perimetro igual a 1.23 unidades.

2) Dos soluciones no triviales para el sistema ho-
mogéneo (—45 —A)x = 0 donde

10 5

A=|11 1 |son:

01 —4

3)

0
1. z=|0
1
1
2. z=| 0
=1
=%
3. x=| 0
2
3
4. r=|1
0

Para L:P; — P; la transformacion lineal definida

por L(az® + bz’ +cx+d)=(a—b)2* +(c—d)z

Se tiene que:

1. L invierte los vectores que pertenecen a
{2’z }).

2. El eigenespacio asociado a A =0 contiene to-
dos los polinomios cuadraticos.

3. L anula los vectores de ({z*+2%z+1}).

4. L actua como la transformaciéon identidad
para los vectores que pertenecen a {{z’,2}).

2E8
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PREGUNTAS DE SELECCION MULTIPLE CON
UNICA RESPUESTA

4)

5)

6)

Analizando el espacio nulo S del sistema
homogéneo
20— 6y+4z=0

{—x +3y—22=0
es clerto que:
A. La solucién es la trivial.
B. El sistema no tiene solucién.
C. La solucién es el plano z—y+z=0
D. Una base para el
{(3,1,0),(=2,0,1)}.

espacio nulo es

El paralelepipedo que tiene un vértice en el
origen y lados w=t¢+j+2k, v=—3i+j+4k y
w = 57 —j tiene volumen:

A. 20 unidades ctbicas.

B. 10 unidades cubicas.

C. 3 unidades cubicas.

D. 1 unidad cubica.

En P;, para los polinomios {1,z,2%2"} se puede
afirmar que:

A. Son LD porque son 4 vectores en Ps.

B. Son LD porque son mas vectores que dimP;.
C. Son LI porque no forman una base para P;
D. Son LI porque su wronskiano es 12.

7)

8)

TABLA DE RESPUESTAS

A|B|C|D|E

PREGUNTAS ABIERTAS

Encuentre el polinomio cuadratico que interpole
los puntos (—2,1), (5,6) y (1,7).

Para la transformacion
2 2

—

) e

a. Determine una base para KerT y una base
para ImT.

b. Encuentre nuTy ranT.

c. Verifique el teorema de la dimensién para 7.

d. Encuentre los eigenvalores para la matriz
dada.

e. Determine los eigenvectores asociados a los
eigenvalores encontrados.

f. Interprete los eigenvalores para la transfor-
macién 7.



FORMATO DE MODELACION
DESPRENDIBLE

1. Discusién del problema: Después de leer atentamente el problema, reinterprételo: pa-
rafraseando, comentando y explicando con sus propias palabras.

2. Definicién de las incégnitas presentes en el modelo: incluya la descripciéon completa de
las incognitas y si es el caso, las unidades en que se miden.

3. Restricciones o limitaciones del problema: tenga en cuenta qué recursos limitados o
constrenimientos estan afectando el problema. Rotule las ecuaciones con frases que in-
diquen el recurso limitado. En caso de ser posible, incluya las unidades de medida.
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4. Condiciones técnicas: Imponga condiciones a las incégnitas definidas para que sus va-

lores cuantitativos tengan sentido dentro de la modelacion.

5. Escoja el método con el que va a resolver el sistema (o el objeto matematico que repre-
sente la situacién): Argumente la escogencia de este método.

6. Resuelva el sistema (o el objeto matematico que represente la situacién): esto implica
hacer los calculos apropiados para encontrar la solucién cuantitativa.

7. Validacién de la solucién: Ahora que ya tiene los valores cuantitativos, verifique que sa-
tisfagan las restricciones que disefé y las condiciones técnicas que impuso.

8. Solucién al modelo: Con sus palabras exprese la soluciéon del modelo, es decir, contex-
tualice los resultados que obtuvo.

ALGEBRA LINEAL. Modelacién, solucién de problemas vy ejercicios
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS
PROPUESTOSY A LAS PREGUNTAS
DETIPO SABER PRO

20.1. SECCION 1: MATRICES, OPERACIONES Y PROPIEDADES

20.1.1. Respuestas a los ejercicios propuestos

3.5.1. 3.5.4.
a. z=3, y=1; b) =2, y=—5. a_[21 3_[32) u_(°3
a A=) A A T30
3.5.2. . b 13 8\ (34 21
a. No es posible; “\8 5/\21 13
57 —38 133 19
b.
(—30 20 —170 —10) 20 —16 —91 —5
Ocl. EO es posﬁe; & (10 1 37)
- N0 €s posible b. No es posible.
3.5.3. 1 —4
286500 < (17 —30)
a. 1291000 |; —44 21 —118
235000 —-30 —3 —48
377500 —20 & —151
b. 390000; 8 11
255000 =l
c. Si, para el domingo.
75 88 100 6 0
d. |50 102 110 ; a. ( )
55 60 80
664000 b. (10 O)
e. |681000 |; 2 20
490000

f. 1835000

Unidad 20: Respuestas a los ejercicios propuestos y a las preguntas tipo Saber Pro I
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3.5.7.
+ (5o
(33

3.5.8.

a. Infinitas;

b. (g 2), donde a,bR

3.5.9. k =+

3.5.10. Pedro tenia en su alcancia 180 monedas de
1000 pesos y 220 monedas de 500 pesos.

20.1.2. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro.
1. Clave: D. Es una pregunta tedrica donde debe
recordar la definicién de traza Tr(4) como la
suma de los elementos de la diagonal de una
matriz cuadrada de orden n, en este caso se
tiene (1+0—3) =—2
2. Clave: C
3. Clave: B. Es una pregunta teérica en la que
es importante tener claro el significado de la

condicién de necesario en matematicas. Por
. (1 -1 (13 .
ejemplo A_(l _1> y B_(l 3> satisfacen

00
que AB = (0 0> donde no se requiere que nin-

guna de las matrices sea nula, ni que siquie-
ra alguno de los elementos sea nulo (con lo
que no se necesita que alguna fila o columna
tenga solo ceros).

4. Clave: A

5. Clave: A. la pregunta apunta a propiedades
de la matriz y usted ya puede descartarla By
la D si emplea la propiedad de la transpuesta
(cambio de filas por columnas) y que toda ma-
triz multiplicada por la matriz identidad da

la propia matriz, respectivamente. Asi sélo
quedan como viables las claves A y C, y cual-
quiera de ellas puede verificarse o descartar-
se haciendo solo la operacion del elemento
resultante de la operacion dada correspon-
diente al elemento ry ;.

6. Clave: C

11.
12.
13.
14.

Clave: D

. Clave: E. Se debe identificar que A es triangu-

lar superior asi su transpuesta es triangular
inferior y la opcion 2 se descarta facilmen-
te de la definicion de traza. Debe ademas
se hace uso de que 4 =+4(A+A47)++(4—A4")
donde +(A4+A4%) es simétrica y +(4—A") es
antisimétrica con lo que basta calcular un
componente no nulo de una de estas y que
ademas no esté sobre la diagonal.

. Clave: A
10.

Clave: E. El ejercicio requiere inicialmente el
proceso completo. Se debe aplicar la defini-
ci6on de combinacién lineal. C serda una com-
binacién lineal de Ay B si existen @ y B | tal
que @A+ [B=C. Sin embargo, con solo rea-
lizar un par de elementos es suficiente pues
se tiene un sistema de dos incognitas. Asi
3a—B=0y 0a—B=3, de donde B=—3 y
a=—1

Clave: D

Clave: E

Clave: E

Clave: C



20.2. SECCION 2: DETERMINANTES Y
PROPIEDADES

20.2.1 Respuestas a los ejercicios propuestos

451. 2=1/2, z=1

4.5.2. a. 320; b. 5; c. —30; d. —10.

4.5.3. a. —25; b. —144; c. 72.

4.5.4. a. Verdadero; b. Falso; c¢. Verdadero.

20.2.2 Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: B. Es una pregunta tedrica donde puede

emplear Sarrus o los menores y cofactores para
resolverlo. Se presentan las dos soluciones:

1 -3 2|1 =3
a. Sarrus: |A|=[4 0 —1|4 0
5 2 =35 2

=0+15+16—-36+2—-0=—3

b. Menores y cofactores (usando la segunda co-
lumna) se tiene
4 -1, |1 2 ‘_ 2‘ 12 ‘
5 =38 5 —3 4 —1
=3(—12+5)—2(—1—8)=—21+18=—3

det(4)=3

+0)

2) Clave: C
3) Clave: B. Pregunta tedrica donde es importante
tener claro el significado de la condicion de nece-

1 -1
sario en matematicas. Por ejemplo, 4 = (1 _1)

13
y B= (1 3) satisfacen que |4|=0 y |B|=0, don-
de no se requiere que sean matrices nulas, ni

que siquiera alguno de los elementos sea nulo
(con lo que no se necesita que alguna fila o co-
lumna tenga solo ceros o sea totalmente nula).
4) Clave: C
5) Clave: D. La pregunta apunta a propiedades de
los determinantes y usted deberia empezar por

evaluar cada uno de los determinantes de las
matrices dadas. En este caso |A|=0y |B|=1.
De las propiedades de los determinantes se tiene
| AB|= 0.

6) Clave: E

7) Clave: D. Se debe identificar que A es triangu-
lar superior, asi que por propiedades su deter-
minante es el producto de los elementos sobre su
diagonal, en este caso | A|=—1.Y usando propie-
dades de los determinantes de la transpuesta y
del producto se tiene que las afirmaciones 2 y 4
son verdaderas.

8) Clave: D

9) Clave: B. Se debe calcular |A| ya sea por Sarrus
o por menor y cofactores. En este caso |A|=7 y
se aplican las propiedades de los determinantes.

10) Clave: C. Hay otro valor que no esta en las op-
ciones y que lo satisface. ;Cual es?

11) Clave: B. Basta
cién propuesta |A|—|B|=0. En este caso,
E+k—2—(—k"—k—2)=0 que se reduce a
2k(k+1)=0, conloque k=0, k=—1

12) Clave: C

con plantear la ecua-

20.3 SECCION 3: REGLA DE CRAMER Y
MATRIZ INVERSA

20.3.1 Respuestas a los ejercicios propuestos

5.5.1 En la empresa Transmilenio en el portal sur in-
gresaron en promedio 2.855 usuarios en el horario de 6
a.m., 1.220 usuarios promedio a la 1 p.m. y 2.930 usua-
rios promedio a las 6 p.m. Los ingresos promedio a las
6 a.m. fueron de 6.281.000, los ingresos promedio a las
1 p.m. fueron de 2.684.000 y los ingresos promedio a las
6 p.m. fueron de 6.446.000. Ademas, el promedio total
de ingresos en las tres franjas fue de 15.411.000.

Unidad 20: Respuestas a los ejercicios propuestos y a las preguntas tipo Saber Pro I
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5.5.2 La multinacional L puede fabricar 2000 unida-
des de fragancia manzana, 3500 unidades de fragan-
cia lavanda y 2500 unidades de fragancia limon.

5.5.3 La empresa de productos de Odontologia Sonrisa
Feliz debe invertir 3 millones en EE.UU., 1.5 millones
en Alemania y 3.5 millones en Chile.

5.5.4 En el primer afno la empresa de muebles debe
invertir 4.8 millones en sillas para escritorio, 2.6 mi-
llones para sillas para comedor y 1.6 millones para si-
llas para restaurante.

5.5.5 Las notas del estudiante fueron 2.5 en el pri-
mer corte, 2.8 en el segundo corte y 3.7 en el tercer cor-
te. En efecto, al promediar las notas el estudiante si
aprobd algebra lineal.

5.5.6 El polinomio cuadratico es p(z)= 3z — 3z + 1.

5.5.7 La descomposicién es —* + i1 — 17

20.3.2 Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: B. Es una pregunta tedrica donde se
debe emplear propiedades del determinante
de una matriz y su inversa si esta no es singu-
lar, |[A™!|= 17 se puede calcular por Sarrus. Asi
| A7 | =—%

2) Clave: C

3) Clave: C. Pregunta tedrica, apunta a la condi-
cién de necesario en matematicas en relacién
con cuando es invertible una matriz. Por ejem-

plo, A= (1 1) y B= (_11 _33> satisfacen que
|A|=0y|B|=0, luego son singulares y, por tan-
to, no son invertibles y no se requiere que sean
matrices nulas, ni que siquiera alguno de los ele-
mentos sea nulo (con lo que no se necesita que
alguna fila o columna tenga solo ceros o sea to-

talmente nula).
4) Clave: D

5) Clave: D. La pregunta es teérica sobre el pro-
ceso de solucion de sistemas de ecuaciones por
Cramer. Recuerde que en el denominador va el
determinante de los coeficientes de las variables
una vez este esta ordenado y en el numerador se
calcula el determinante de la variable que con-
siste en sustituir, en el determinante del siste-
ma, la columna de la variable correspondiente
por la de los términos independientes.

6) Clave: E

7) Clave: A. Se debe identificar que A es triangular
superior, por lo que |A|=—3. Y usando propie-
dades de los determinantes de la inversa y de la
forma matricial de un sistema, se tiene que las
afirmaciones 1 y 2 son verdaderas.

8) Clave: B
9) Clave: A. Se tiene que el determinante del sis-
1 -3 2
temaes |5 6 —1[=—12 luego el sistema tiene
4 -1 3
solucion, asi
1 =8 2 1 -3 -3
B 13 =1 5 6 13
4 8 3 4 -1 8
YTIL 3 2| P Y AT 3 e ]
B 6 =l 5 6 —1
4 -1 3 4 -1 3

10) Clave: C. Hay otro valor que no esta en las opcio-
nes y que lo satisface, ;jcual es?

11) Clave: D. Se calcula primero |A|. Se descarta 1,
pues el |A]|=8, asi det(A')=+1 y por propieda-
des de los determinantes de un producto y de
la multiplicacién por un escalar, se descarta 3.
Justifique las otras.

12) Clave: D

13) Clave B. El sistema por resolver es: Siendo
x:= precio por kilogramo aguacate Lorena
y:= precio por kilogramo aguacate Hass extra



z:= precio por kilogramo aguacate Hass de
primera
10z + 30y + 20z = 210000
15z + 18y + 14z = 151000
10z + 20y + 20z = 170000
Con z,y,z € Z"U{0}
Recuerde que siempre es conveniente simplificar los
coeficientes del sistema, de ser posible. Asi, el siste-
ma anterior resulta mas simple si se reescribe como:
z+ 3y + 2z = 21000
15z + 18y + 14z = 151000
z+ 2y + 2z = 17000

La solucion lleva a que z = 2000, con lo cual las op-
ciones 1y 4 quedan descartadas. Proceso terminado.

5.5 SECCION 4: ELIMINACION DE GAUSS Y
ELIMINACION DE GAUSS-JORDAN

5.5.2. Respuestas a los ejercicios propuestos

6.5.1. Diariamente aprovechando toda la capacidad
de las plantas, se producen un total de 220 camisetas
de los tres estilos, de las cuales 100 son de tipo polo,
70 son de manga corta y 50 de manga larga.

6.5.2. No es posible satisfacer la expectativa de rendi-
miento del cliente con estos portafolios de inversion.
El sistema de ecuaciones que modela la situacién tie-
ne solucién, pero el valor obtenido para la inversion
en el portafolio de alto riesgo es negativo y este no sa-
tisface las condiciones técnicas.

6.5.3. Se deben producir 50 hojaldres de bocadillo, 110
unidades de hojaldres de queso y 85 unidades de ho-
jaldres de arequipe para emplear las horas disponi-
bles de cada horno.

6.5.4. 11 :_%4‘ 12t, 2 = %_ 9t, x3 = %_ ot, x4 = t,

teR.
6.5.5.a) a #+ 1; b) a=1; c¢) No existe ninguno.
6.56.a)a#t1; bya=1; ¢c)a=—1

5.5.3. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: D. Se debe tener en cuenta que si tiene
infinitas soluciones, entonces las dos deben re-
presentar geométricamente la misma recta.
Asi como los coeficientes de z1 son iguales, en-
tonces basta con que a =3 (términos indepen-
dientes). Note que también se debe cumplir que
(a>—8)=1, conlo que a=3 o a==3 pero esta
ultima no garantiza la igualdad de los términos
independientes (lo que implica tener el mimo
punto de corte con el eje y).

2) Clave: C

3) Clave: B. Como (z1,22) = (—%, %) es solucién, en-
tonces se sustituyen en el sistema (si es solucién
lo satisfacen) y ahora se tiene un sistema 2X2
donde las incognitas son a y b. Asi,

L4-%p-n=0 |-Za-Ss+E=0

3 dp 47 |29+ 3 4447
—£Ba-1)+5b=4 sat+s+eb=4
atb=1
—9a+4b=17

Que resolviendo el sistema (podria hacer-
lo por un método convencional y contras-
tar con la reduccion por Gauss-Jordan de
la matriz aumentada) lleva a o =—1.

4) Clave: D

5) Clave: D. Es una pregunta que solo busca de-
terminar si tiene claro cudl es el orden en que
debe estar escrito el sistema para construir la
matriz aumentada del sistema. La estructura de
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cada una de las ecuaciones debe ser de la forma
ax +brs +cxs+ -+ = d. Asi, es reescribir cada una
de las ecuaciones en esa forma.

6) Clave: A

7) Clave: B. Se debe identificar que la matriz de co-
eficientes es triangular superior, tiene determi-
nante —1 y su forma es afin a una escalonada.
En la dltima fila debe leerse —x3 =1, con lo que
y yendo hacia atras (hacia arriba en las filas) se
tiene que x; = 0, 21 = 2. Luego la solucién es tni-
ca y la matriz es reductible mediante operacio-
nes de filas a una escalonada reducida.

8) Clave: D

9) Clave: E. Se reduce la matriz ampliada ya sea a

escalonada o a escalonada reducida. Aqui se pre-

1 -3 2]|-3
senta solo a escalonada. [5 6 —1|13
4 -1 3|8
1 =3 2 |=3
=5+ F — Fy,—4F+F3— F3|0 21 —11|28 |,
0 11 —-5]20
1 -3 2 (-3
SR -0 21 —11|28
0 11 —-5]20
1 -3 2[-3
~1IB+FE-FB0 1 —3 % |
0 11 —5]20
1 -3 2|3
Asi, |0 1 —3 +
00 [

Que ya tiene una forma afin a la escalonada. Y
de 1a dltima fila 32 =2 de donde z=7 y en
la pentltima fila y—+(7) =+, de donde y =5, y
en la primera fila z =— 3+ 3y — 2z y sustituyen-
do z=—2

10) Clave: D.

5.6. SECCION 5: PRIMERA AUTOEVALUACION
5.6.2. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro.

Tabla de Respuestas
‘ A ‘ B|C|D|E

5.6.3. Respuestas a las preguntas abiertas.

En estas preguntas debe escribir todo el procedimien-
to para el planteamiento de modelos o de situaciones
problema. Hay que usar métodos de solucién estanda-
rizados y no el ensayo y error.
Solucion al ejercicio 7:
En este ejercicio preguntan por cada una de las co-
rrientes en las redes 1, 2 y 3. El sistema correspon-
diente ya esta planteado y este es

L+tL+1=2

I — L+ 4L =0 donde I,2 = 1,2,3. Las condiciones

—L+4L=9
técnicas son [; pueden ser positivos, negativos o
cero. El cero se interpreta como la ausencia de mo-
vimiento de cargas. Asi, se decide usar la regla de

Cramer por su eficiencia, para lo cual se encuentra
1 11
1 —1 4(=—17+#0.

-1 4 0



211 1 21
0-14 1 04
9 4 0 -190
.[1: 717 :_0,767.[2_ 717 :2,05 @
1 1 2
1 =19
-1 4 0
L ———=0,70

De donde se obtiene que las intensidades de las co-
rrientes son —0,76, 2,05 y 0,70 por las redes 1, 2 y 3,
respectivamente.
Solucion al ejercicio 8:
En esta situacion problema debemos encontrar dos
escalares A y B de tal manera que al efectuar las ope-
raciones de la derecha se produzca la fraccion alge-
braica de la izquierda. Por lo cual,

3x—9 __A B

2—922—15 x—5 zx+3
_ A(z+3)+B(z—5)

(z—5)(z+3)
_ (A+B)z+(34—-5B)
= (z—5)(z+3)

Al comparar las fracciones algebraicas se observa que
los denominadores son equivalentes, solo que uno
esta escrito como un polinomio y otro esta factorizado.
También se ve que para que los numeradores coinci-
dan, los coeficientes deben ser iguales:
A+B=3
{SA —5B=—9

Este sistema fue resuelto por sustituciéon porque es
2 X 2, no vale la pena intentar métodos mas sofistica-
dos. Se encontré que A=2 y B=+. La descomposi-

cion en fracciones parciales es:
3
3z—9 __4

2?—2—15 x—5

9
4
+x+3

5.7. SECCION 6: VECTORES EN R* Y R?,
OPERACIONES Y PROPIEDADES

5.7.2. Respuestas a los ejercicios propuestos

8.5.1. Hay dos valores que lo satisfacen: a =—3, y
a=21.

8.5.2. a. w={—%,—%);b. w=(7,—19).

8.5.3. La magnitud de la fuerza resultante es 192,37 N,
direccion 84,54°.

8.5.4. Vectores tangentes unitarios a la curva en P, son
w=(—+3/2,1/2), us=(y/3/2,—1/2), vector
normal ala curva en el puntoPes v = <1/2, \/§/2>

855 a=1/2 yb=2

8.5.6.
d(P,Q)=213;
b. (4,—6);
e u=(H - 5)
8.5.7.
a. d(P,Q)= /19;
b. (—1,3,3);

_<_ V19 3419 3\/19>
C. u=\"T, 19 1

5.7.3. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: D. Es una pregunta teérica donde se debe
emplear la definicién de un vector en el espacio
(que aplica también para el plano) como una dife-
rencia de coordenadas dirigida. En este caso PQ
estd determinado por OQ — OP donde O = (0,0,0)
que equivale a restar vectorialmente la “posicién
final” y la inicial. En este caso,

PG=(-1-2,2-2,—1—(-1))=(-3,0,0)
2) Clave: C
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3) Clave: A. Pregunta teérica, se debe recordar que
si se tienen puntos en el plano P(z1,41), Q (22,72),
R (23,13), entonces el area A del tridangulo PQR esta

z oy 1
dada por A=+||2» 12 1|| En este punto es im-
z3 Y3 1

portante que usted revise otras formas de calcu-
lar el 4rea de un triangulo.

4) Clave: B

5) Clave: C. La pregunta toca un aspecto simboli-
co de los vectores y sus formas de notacién ma-
tematica. La notacion es un aspecto relevante no
solo de la escritura en matematicas sino de la
comprension de los objetos. En particular en las
ciencias fisicas y de la ingenieria se usan varias
representaciones simbolicas de un objeto. En
este caso la simbologia empleada en C es inade-
cuada, pues resulta redundante.

6) Clave: C

7) Clave: D. Al identificar 7(3) =(8,10), r(1) =(2,2),
se tiene 7(3)—r(1)=(6,8) y que al ser 7 el vector
posicién entonces su derivada es el vector veloci-
dad (y su segunda derivada sera el vector acele-
racién), asi 7'(t)=(3,2t) que como se nota,
implica que la componente en direccion del eje
es constante pues no depende del tiempo.

8) Clave: B

9) Clave: B. Se tiene que f'(z)= 2z y por tanto, la
pendiente de la tangente es f'(0)=0 y el vector
tangente unitario estara en direccién horizon-
tal en este caso (1,0), y ¢g'(z)=+-7 v la pen-
diente en z=0 serd g ¢'(0)=+ y un vector en

direccién de la tangente serd t =(2,1) y aplican-
do la definicién de vector unitario se tiene que

w=q=(%" >=<”g ¢Tg>yel angulo entre los

v b 5

vectores tangentes sera 6 = tan ' ()
10) Clave: D.

11) Clave: E. Se tiene que Fi+F,+F;+F;=0 en-
tonces: (—1+1—2+a,1—-2—1+b)=(0,0), lue-
go (—2+a,—2+b)=(0,0) de donde {a,b)=(2,2)
y por tanto, F; forma un dngulo de 6 = 45° con el
ejex y | Fi|=2v2.

12) Clave: A

5.8. SECCION 7: PRODUCTO PUNTO Y
PRODUCTO CRUZ CON APLICACIONES

8.8.2 Respuestas a los ejercicios propuestos

9.5.1.a. PQ=6, PR=6,557 y QR = 3,316; b. 9,9 apro-
ximadamente; c. 30,2°,65,6° y 84,2°.

9.5.2. a. (71,— 41,53); b. —23{6, — 2,1); c. 87, este valor
es el volumen del paralelepipedo formado por
los tres vectores.

9.5.3. Si, de hecho, tiene infinitas soluciones.

9.5.4. 3L unidades ctbicas.

9.5.5. w=(28,—8,17) 0 w =(—28,8,— 17)
9.5.6. + /10526 u” ~ 17,1 unidades cuadradas.

9.5.7. Los cosenos directores son cosa =

9
Vo4

2 =8 , g
cosfl = oD COSY = r ¥ los angulos directores

son @ = 21,83°, §="78,09°, 7 = 108,02".

5.8.3. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: D. Para el vector u ={—2,k— 1,2), ningu-
na de sus componentes es nula y cosy =+ en-
tonces cosy = ﬁl = % de donde se debe cumplir
que |u]|=3 yel cosa =—%.
Como [ul]= 4+ (k—1F+4=3 y por lo tan-
to 8+k*—2k+1=9 que equivale a la ecuacién
cuadratica k*—2k =0 es decir que k(k—2)=0,
lo que implica que k=0 o k=2. Si k=2 enton-

— — 1
ces az=k—1=1, con lo cual cosf =, = 7, pero



2)
3)

4)
5)
6)
7

8)
9

10)
11)

esta opcion no estra en los reactivos. Si k=0,

=k—1=—1y por lo tanto cosf = .1 = —.
Clave. C.
Clave: C. Una simple inspeccién muestra que
las componentes en x de los vectores v y w mul-
tiplos, lo que sugiere paralelos que son parale-
los y en un factor —4 asi las componentes en y
deben estar en la misma proporcién con lo que

m=—+-2)=},

Clave: C.

Clave: A.

Clave: E.

Clave: C. Se tiene que u-v=|[ul]|v|cost,

donde 0=%ul=3]ol=y2+4 y ademds
w-v=3—2B. Por lo tanto 3—28 =3 /2 + §cosZ,
que equivale a 3—28 =32+ ,82 (%) v elevando al
cuadrado se obtiene: (3— 28 = (2 + /8?), desarro-
llando el cuadrado y llevandola a la forma general
4883 + 18 = 0 y apli-
cando la férmula general 8 = M, se tiene que
2,-2)yv=(4,
un 4ngulo de %-rad entonces los posibles valores de
8 son B = 8+5\2 y B =
Clave: B.

Clave: B. Si Proy.v = Proy,u se encuentra que

de la cuadratica se tiene: 75% —

los vectores u = {1, — — 1) forman

3(8—542)
7

Taf % = Jop? que se cumple si u-v = 0. Esto ulti-

mo implica que u es perpendicular, u ortogonal,

con v. O bien que 1,7 =y, lo cual sélo se cum-

IIv
ple si u = .

Clave: E.

Clave: E. Las preguntas 11 a 13 se susten-
tan en la teoria de las operaciones bien defini-
das entre vectores y el resultado de estas. Asi,
la suma o diferencia de vectores da un vector,
el producto punto se realiza entre vectores y

su resultado es un escalar, y el producto cruz o

interno entre vectores da como resultado un vec-
tor. Adicionalmente se pueden sumar cantida-
des de la misma naturaleza, esto es, escalares
con escalares y vectores con vectores. Usted debe
analizar cada uno de los términos de la opera-
cion planteada y ver si en conjunto esta bien de-
finida o no.

12) Clave: D.

13) Clave E. Ver la explicacién del punto 11.

14) Clave: D

5.9. SECCION 8: ECUACION DE
LA RECTA Y EL PLANO

5.9.2 Respuestas a los ejercicios propuestos
10.5.1. 13x-24y-2z=-44.
10.5.2. z=1+3t,y=3—6t,z=2+4t, t e R.

z—1_Yy—3 _2-2
3 —6 4
_33, 2 11 5
10.5.3. z=1g 38t y=7g9 t3gb 2=t teR.114.45°.
10.5.4. 4.17 aproximadamente.

10.5.5. 4x— 12y +z = 14. 1,84, aproximadamente.

10.5.6. 6z +y+92=—20.

10.5.7. z=1+6s, y=2—3s, z=—3—3s, s€R. Las
rectas no se intersecan.

z—1_y—1_2-5
10.5.8. T =" 5 -

c=1—-12t, y=1+4¢ z=

5—4t t e R.

10.5.9. La grafica correspondiente a la respuesta es
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angulo @ entre los planos con cosf = #

n |
Abora, m-m =3, lml=yi+1=y2 y
ln:)l= va+1+4=3.
i

Entonces 6 = cos™ (—57) = cos ()=~

V23
4) Clave: B
5) Clave: D. El plano buscado es paralelo al plano

dado, y por esto, sus vectores normales son multi-
plos escalares uno del otro. En particular, se asume
que es el mismo en este caso n =(2,3,4) y dado que

debe pasar por (1,—2,3), entonces la ecuacién es-
calar del plano es 2(z—1)+3(y+2)+4(z—3)=0

Los planos son 22z +18y+21z =245y y desarrollando se obtiene: 2z + 3y + 4z = 8.
122+ 67y — 70z =— 265 6) Clave: A
10.5.10. 60u°. 7) Clave: E. Hay varias formas de proceder en este

caso. Por ejemplo, como la recta esta en los dos

10.5.11. ¢ ==5/3. planos, debe satisfacer el sistema cuya forma

3 —6 —2[15
2 1 —2[5
la a la forma escalonada reducida (realice ma-
10—

3
nualmente los pasos) se obtiene (O 1 -2 _1)-
15

10.5.12. z=—1,y=T7.

matricial ampliada es ( ) llevando-

10.5.13. 10z +2y+ 92 =—98.

10.5.14. Los unicos puntos ubicados en la recta dada

son Py R.
Una parametrizacién inicial sugiere que

5.9.3. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro z=r,y—1er=—1,2—12 = 3. Sin embargo, re-

. arametrizando convenientemente para evi-
1) Clave: C. Los vectores directores de las rectas son - . . =
. tar los fraccionarios se puede hacer que z = 15¢,
u=(2,1,4) y v=(1,2,3) respectivamente, y por .
con lo que y—2t=—1,z—14t=3. Es decir,

r=3+14t,y=—1+2t,z = 15¢.
Ahora, escribiendo la ecuacién en la forma simé-

tanto, empleando el producto escalar entre los
vectores se determina el angulo 6 entre las rectas.

Asi, cost = Como u-v=2+2+12=16; ] o ) )
trica (eliminando el parametro t) se obtiene:

ALGEBRA LINEAL. Modelacién, solucién de problemas y ejercicios

lul= Va+1+16 = V21; Jvl= V1+4+9 = /14, 23 =YL =2 (Como se mencioné, existen otras
entonces 0 = cos ' ([ufey)- vias; realice por lo menos una maés.
Luego, § = cos ™' (—5557) = cos ' (75)- 8) Clave: E
2) Clave: A 9) Clave: B. Nuevamente hay varias posibilidades
3) Clave: B. Los vectores normales de los planos de solucién. Sean P(1,—2,0) y Q(—2,0,—1), entonces
046 son n =(1,1,0) y 2 =(2,1,— 2). Con el producto un vector en direccién de la recta serd u =PQ. En

escalar entre los vectores se determina el



10)

11)

12)
13)

este caso, u =(—3,2,— 1) y por tanto, la ecuacién
de la recta sera, utilizando: {z,y,z)=r,+tu, con
ro="(1,—2,0), {z,y,2)=(1,—2,0)+#(—3,2,— 1). Lo
anterior implica que, t =1 —3t, y =— 2+ 2t, z =— 1.
Reparametrizando con s =—t, con lo que

B= 1, g=—2A=2s, 2= 8,

., _ +2 . .
La forma simétrica <3+ = ‘5 =z, se obtiene eli-

minado el parametro s. Aqui se debe resaltar
cémo los procesos de parametrizaciéon o de es-
cogencia de los vectores no son unicos y usted
debe estar muy atento a lo que esto significa
en el manejo de los coeficientes de las varia-
bles. Nuevamente intente probar otras vias de
solucién.

Clave: A (Una inspeccién simple le permite des-
cartar las otras opciones (Por qué?)

Clave: D. Las preguntas 11 a 13 se sustentan en
una comprensién de las condiciones para defi-
nir adecuadamente rectas y planos en el espacio.
Aqui es de vital importancia tener claridad en
los requerimientos (condiciones suficientes y ne-
cesarias) de una definicién y la diferencia entre
rectas paralelas, perpendiculares y alabeadas
que se pueden presentar en R?. Particularmente
en esta pregunta en R una recta y un plano se
cortan o son paralelos, al igual que dos planos.
La primera opcién, por ejemplo, es incorrecta
pues falta una condicién indispensable para de-
terminar un plano a partir de una recta y es que
el punto no pertenezca a la recta. jPor qué la ter-
cera es incorrecta?

Clave: E

Clave D. Ver la explicacién del punto 11. Aqui la
primera es falsa ya que las dos rectas podian re-
sultar alabeadas entre ellas. ;Por qué la terce-
ra es falsa?

5.10. SECCION 9: ESPACIOS Y SUBESPACIOS
VECTORIALES
5.10.2. Respuestas a los ejercicios propuestos

11.5.1. Si.

11.5.2. Si.

11.5.3. Si.

11.5.4. No.
11.5.5. No.
11.5.6. No.
11.5.7. No.
11.5.8. No.
11.5.9. No.
11.5.10. Si.

20.9.2. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: C. Se debe tener en cuenta que por la de-
finicién de V deben obtenerse matrices Msx2 con
entradas nimeros enteros. Asi al tener un esca-
lar @ en los reales y multiplicarlo por una matriz
Msxs no necesariamente se obtiene una matriz

con entradas nimeros enteros.
1 0
Por ejemplo z=[-2 1| y a=+ entonces
-1 4
1
2

ar=|— que evidentemente no tiene todas

ol =
N = O

sus entradas en los enteros (de hecho, se pueden
construir ejemplos de vectores y € V tal que ay
carezca de entradas enteras)

2) Clave: D
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3) Clave: C. Como se quiere construir el inverso se Con esto queda verificado y por lo tanto W es

tiene que el elemento nulo es (—1,—1) (lo cual un subespacio de Max2(R)

usted debid verificar en la solucién a la pregun- Para B se tiene que a+d =0 o equivalente-
ta anterior) entonces se busca un elemento de la mente a =—d por lo que las matrices de B son
forma {a,b) tal que {(z1,11)+{a,by ={—1,— 1) con lo de 1a forma (a ) entonces:

que con la definicién de la “suma” como -

() +{a,b)={m+a+1g+b+1) y operando 1i. Para la suma sean dos matrices en B,

G u
del lado derecho se tiene que A= (s —x) y C= (‘Z —y) entonces su suma
(m+a+1l,y;+b+1)=(—1,—1) e igualando las

Tty rt+u
componentes se obtiene que:

(usual en matrices) serd A+C = (
stov —z—y

zntat+tl=—1y+b+1=—1dedondea=—21—2 zty rtu ,
= que esta en B.
yb=—y—2. stov —(z+y)
Asi el inverso sera {(a,b) =(—x1— 2, —y1 — 2) iv. Para el producto por un escalar « se tiene que
4) Clave: C QA = g(a o ): (aa el ) que esta en B.
5) Clave: B € —a we =ew

Con esto queda verificado y por tanto, B es un
subespacio de Max2(R)
9) Clave: E
10) Clave: C. Los conjuntos de las opciones 1 y 2 no

6) Clave: B. Una inspeccién rapida de los sub-
conjuntos de R* sobre el conjunto de los reales
permite ver que tanto @ como R son los que in-
volucran el elemento nulo y con ello se logra ga-

. n ser 1 i n ntienen al
rantizar la cerradura con respecto a la suma y el pueden ser subespacios porque no contienen a

producto por un escalar, y con ello son subespa- cero del espacio vectorial. El conjunto de la op-

cios de R? sobre el conjunto de los reales ci6n 1 es una recta que no pasa por el origen y en

7 Clave: E el de la opcién 2 cuando se hace n=0,n+2=0.

8) Clave: A. Para que A sea subespacio de Max2(R) Ahora, si n+2=0, n==2. De ninguna forma,

se debe verificar que sea cerrado en la suma y en obtiene la matriz nula.

el producto por un escalar
i. Para la suma sean dos matrices en W,

0 —a 0 —b
A_(a 0) y C_<b 0) entonces su suma

0 —
(usual en matrices) sera A+C:(a Oa)

+<0 —b)_ (0+0 —a+(—b)>:< 0 —(a+b)>

b 0 atb 0+0 atb 0
que esta en W.

1. Para el producto por un escalar @ se tiene que

0 —a 0 —aa ,
aA—a(a 0 >_<a/a 0 ) que esta en W.

ALGEBRA LINEAL. Modelacién, solucion de problemas v ejercicios
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5.11. SECCION 10: SEGUNDA
AUTOEVALUACION
5.11.2 Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

Tabla de respuestas
A|B|C|D|E

5.11.3. Respuestas a las preguntas abiertas

Solucion al ejercicio 7: Los vectores adyacentes son
PQ=(1,1,1), PRE=(-3,0,—2) y PS=(3,2,—2). De

modo que el volumen es el valor absoluto de

1 1 1
(PEXPS)=|—3 0 —2|=—14. El volumen del parale-
3 22

lepipedo es 14 unidades cubicas.
Solucién al ejercicio 8: Los vectores directores son
v ={1,1,—3) y v.={1,4,— 2). Las rectas no son para-
lelas porque v X v2 =¢10,—1,3)# 0. Ahora, las ecua-
ciones paramétricas de las rectas son:
Lix=3+t,y=2+t z2=—4-3t€Ry
Lyx=—1+s, y=4s, z=1—2s; s€ R, de donde el sis-
tema de ecuaciones resultante que permite saber si
3+t=—1+s
2+t=4s
—4—3t=1—2s
tanto, las rectas son oblicuas o alabeadas.

se cortan es que es inconsistente. Por

5.12. SECCION 11: CONJUNTO GENERADOR,
ENVOLVENTE LINEAL E
INDEPENDENCIA LINEAL

5.12.2. Respuestas a los ejercicios propuestos

13.5.1. S es linealmente dependiente.
13.5.2. Si genera el espacio R®.
13.5.3. No.

13.5.4.
(20,6, —32) = 4(3,—1,5)—2(—1,4,11)+ 3(2,6, — 10).

13.5.5 S es linealmente dependiente,

(4,3,—1,0)=—(2,-1,2,— 1)+(3,2,1,2)+(3,0,0, = 3),

13.5.6. 8 =—9/5.

T % =il
X2 _4 0
13.5.7. = T+ s donde s, € R.
Z3 1 0
T4 0 1

son vectores LI.

-

|
— o’_‘\:bu\";;
—_ |
OO)—‘
N ——

~|

|
=
=

13.5.8.

0 1
13.5.9. a) Si; b) No; ¢) Si; d) No

5.12.3 Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: C. Es una pregunta tedrica donde se debe
recordar la equivalencia entre ocho afirmaciones
frente a la matriz A. La afirmacién NO equiva-
lente es “AX = B solo tiene solucion trivial para
todo B”, pues lo que afirma es que la solucién es
unica para cada B
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2) Clave: C
3) Clave: D. Al calcular el wronskiano de {1,e%,e “}

au+ Bv=r,a(—1,2)+B{1,—1)=(-1,3), de
donde —@+ B =—1y 2a— =3, que tiene so-

. ! ei 671 | método del lucién @ =2 y =1 que son no nulas y, por
se tiene w= 8 ez —i que por el método de tanto, el conjunto {u.0.7} es L.D. y cualquic-
e’ e

menor serd w = 1(e%e™ +e%¢=) = 1(2)= 2 £ 0 ra de ellos puede expresarse como una combi-
Nota: En las opciones B y C es necesario que us-

ted recuerde que senh(z) =<5, v cosh(z) = <1, b. En cuanto a la envolvente se puede determi-

nacion lineal de los otros dos.

g g o2 c nar con solo dos de ellos, claramente se pue-
Una simple inspeccién muestra la dependencia

lineal en estos casos den emplear los tres, pero sera redundante,

4) Clave: C tomando u,v tiene que:

Clave: C. Al determinar la envolvente se tiene
que a{2,1,—3)+b{l,—1,—2)={x,y,2), entonces:
2a+b=x
a—b=vy en forma matricial con a¢ y b como

—3a—2b=z

2 1|z
incognitasserd| 1 —1|y|quellevada alaforma
-3 —2|z
1 -1 v
escalonada es [0 —1| 52 |, lo que implica que
O O 5x*g+32
tendra solucion solo si w =00b52x—y+32=0

sera la apariencia de la envolvente.

Clave: A

Clave: B. Nuevamente es una pregunta de indole
tedrica; afirmar que | A|# 0 tiene otras siete for-
mas de ser expresada o que son matematicamen-
te equivalentes entre ellas, que A es el producto
de matrices elementales y que las columnas de A
son linealmente independientes.

a(—1,2)+ B{1,— 1) ={=z,y) de donde se tiene como
representacién matricial:

-1 1 (z\ (1 —1|-=

2 —1ly) \2 —-1]y

. 1 -1 —=z

se obtiene: 0 1 |20+y

cién para @ y B en general, lo que implica que se

) y reduciendo por filas

que tiene Unica solu-

genera cualquier vector (z,7), es decir, R’

Clave: A

Clave: Se tiene {#*+2t—1,*—1} asi sea
w=t"+2t—1,0=¢—1, entonces:
a(®+2t—1)+B(t*—1)=at*+ bt +c de donde:
a+B=a2a=b,—a—B=c que llevada a su re-
presentacién matricial es:

1 1 |a

2 01b y en forma escalonada es:
-1 —1je¢

1 1 a

0 —2|—2a+ b |que admite solucién tnica si

0 0 atc
y solo si a+c¢ =0, es decir, que solo se generan

8) Clave: E
9) Clave: D. La pregunta apunta a dos aspectos, la

polinomios en P, tales que los coeficientes del
término cuadratico e independiente sean de sig-
no contrario a =—c.

12) Clave: E.

independencia lineal y la forma de la envolvente.
a. Frente a la independencia lineal se puede ve-

ALGEBRA LINEAL. Modelacién, solucion de problemas v ejercicios
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5.13. SECCION 12: BASES Y DIMENSION

5.13.2. Respuestas a los ejercicios propuestos

1 2 0 -3
14.5.1. Silo generaym( )+C2< )+C3<

-3 —4
N 3 -5\ [ab
“No 8/ \cd
c= 350,+2b;6310+23d

__ T5a—6b—127c+111d
=" —
&lo __ —5a+26b+17c—d
3= 160
__ ba+6b+47c—31d
— 160

—-16
0 1

|

b. Si, porque al igualar la combinacién lineal a

c d 00

) ab 00
la matriz 0, esto es = , en el paso

anterior se observaque ci =c:=c3=c1 =0, es

decir LI.
143(1 2\ 631(0 =3\ 39 (—16
¢ W(—g —4)+W<5 7)+W<o 1)

71 (3 =5\ _ (2 —1
16019 8 /) \5 10

14.5.2. Una respuesta posible es que una base de la

13)(=31
.y . =8| 19 .
solucion al espacio nulo de A es: || 9 o |[>dimS=2.
0J1 1
-5)(3)(%
14.5.3. 1| 0 ||2||0|; es una posible respuesta.
1 ){0)10
—9)(—1
0l 4
14.5.4. S=1|_1[|=1 [}, dimS=2. Recuerde que esta es
4 0
0)\—4

una posible respuesta.

14.5.5. Una respuesta posible es que
S={*+3t,—t+1}, dimS=2.

14.5.6. Una respuesta posible es que

{<17 - 27 5>7<37 0’ 1>7<17 07 O>}'

14.5.7. Una respuesta posible es que
W={28+4+t—2,288+ 7> —¢t— 2,38 + > —t + 4},
dimW = 3.

14.5.8. a) No; b) Si; ¢) No.
14.5.9. b=—17/25

14.5.10. Para cualquier valor de a € R, S es una base.

5.13.3. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: C. Una simple inspeccién permite ver
que las dos funciones consideradas en esta op-
ci6n son de grado uno, luego es imposible que
una combinacién lineal de ellos genere un poli-
nomio ax’+ bz + ¢ y una condicién indispensable
para que sea base es que debe ser un conjunto
generador.

2) Clave: C

3) Clave: B. Habria dos opciones, la primera es lle-

var cada conjunto a una matriz y encontrar la
forma escalonada de cada uno de ellos y deter-
minar cual NO genera tres pivotes (para poder
generar a R?. La segunda opcién es una inspec-
ci6n de cudl vector fue introducido en el conjunto
y considerar que debe ser linealmente indepen-
diente con los dados.
Este camino permite establecer que las uni-
cas opciones que no serian candidatas son
las claves B o D. Pero otra inspecciéon rapi-
da permite ver que en la clave (2,—2,—2) es
una combinacién lineal de (1,0,2)(—1,2,4) de
la forma a@{1,0,2)+/(—1,2,4)=(2,—2,—2)
con =1 y f=—1 con lo que el conjunto
{(1,0,2),(—1,2,4),(2,—2,—2)} no es base
para R®.
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4) Clave: B (parametrizando z y y).
5) Clave: D. La recta tendra por elementos

0 ol 5
y)=(—2t)=# —2 ) asi una base elemental
5
sera ( —2 ) o cualquier multiplo escalar de ella

2

3
(o una reparametrizacién de ella) y tomando

B 15
A —2)=(—-6
% 2
6) Clave: C

7) Clave: D. Como se quiere determinar conjuntos
que sean bases para R?, una mirada a los con-
juntos descarta de entrada al numeral 3 (debe
existir alguna combinacién lineal de dos de los
vectores que dé el tercero) y en las otras opciones
debe garantizarse la independencia lineal entre
ellos. Para el numeral 1 esto no se cumple, pues:

@,—4)=-3(-1,3).
8) Clave: E

9) Clave: E. Se asume desde las condiciones dadas
que B es base. Luego si los elementos deben ge-

nerar a (1, —2,3), entonces se cumplira que:
@(1,0,0)+ B(0,2, — 3y + 7{1,1,0) =1, — 2,3).
at+y=1
Esto implica que:i25+7 =—2 de donde 5 =—1,
-38=3
y=0,a=1
10) Clave: B
1 0 alO
11) Clave E. Sea |[—b 1 0 |0]|llevada a la forma es-
0 1 —1]0
10 a |0
calonada adquiere la forma [0 1 ab [0}, que
00 —1—abl0

admite consistencia si —1—ab=0, con lo que
z+az=0,

y+abz =0, z =1t esto equivale a tener :

ab=—1, con lo que se tiene que:

x=—at,y, y=—abz=2z=t, con lo que:

T —at —a
X=y|=| t |[=¢ 1
z t 1

12) Clave: A

5.14. SECCION 13: TRANSFORMACIONES
LINEALES, TRANSFORMACIONES
MATRICIALES, KERNEL E IMAGEN

5.14.2 Respuestas a los ejercicios propuestos

15.5.1.

a. T es TL, base KerT = {c}, donde ¢ € R, base
ImT =A{2t,1}, nu(T) =1, ran(T) = 2.

b. L no es TL, luego las demas preguntas no
aplican.

c. Tes transformacion lineal,
base KerT = {{0,0,0)}, base
Im7T ={(2,0,0),(0, —1,3),0,1,1)},
nuT = 0,ranT = 3.

d. T noes TL.

e. L es TL, posibles respuestas base

1 -2
KerTZ{(2 1 )}, base

IL—lo0101 T=1 T=3
mL =1y 1Mo 1Mo o) ™ = LiranT =3.

15.5.2. T(1,1) = <—% %>

19 3 13 11
T<l“,il/> = <_ﬁx 10%7107 +30 10 y>

1553, T<17 — 17>=<3,— 17,—2};
4 1 3
T<xy> <17$+17Z/7?J717x+17?/>

15.5.4.

a. T(x?+3z—5)=7"+8x—9



b. Si

c. No

d. No

e. Si
12 0

f. =101 —
10 2

g. Posible respuesta {—2z’+2+1}.
h. Posible respuesta {z*+1,22*+2}.
1. dimP = nuT +ranT;3=1+2.

-3 -3
a. T| 1 |=| 3
2 —6
b. No
c. Si
d. Si
e. No

3
g. Posible respuesta j|—1 ]

1
2
1
1

1
h. Posible respuesta 1|0},
1

i. dimR®=nuT+ranT;3=1+2.

5.14.3. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: D. La matriz asociada a la transforma-

ci6n de rotacién esta dada por:
(cosﬁ —senf

senf cosf
rario. Como la rotacién se hace en sentido hora-

) con # medido en sentido antiho-

rio se debe tener en cuenta que el angulo de 45°
en sentido horario equivale a 315° en sentido an-
tihorario, por lo que la matriz de rotacion sera

2)
3)

4)
5)

6)
)

cos315" —sen315%\ (= | .
sen315° cos315° o o i 4 ’
vz V2 742
(i) seré( V2 f?)(i):(ﬁ)
IR 2
Clave: A

Clave: D. Es una pregunta que se puede res-
ponder desde los teoremas de las transformacio-
nes y particularmente desde las propiedades de
las transformaciones lineales. Las tres primeras
afirmaciones son equivalentes, luego la Unica
que se diferencia en su implicacién es la D, que
debe ser la tnica verdadera. Otra via es aplicar
la transformaciéon a un par de vectores en P, y
ver que T es una transformacion NO lineal.
Clave: C

Clave: C. Es una aplicacién de cambio de base,
es decir, cuando se abordan espacios en bases no
canoénicas. De manera general se deberia verifi-
car (aunque desde el enunciado se puede asumir)
que es una base. Eso se puede hacer verificando

=2 # 0, luego es una base. Luego, C

1 0
que | g

1
sera C = (_3 g) y de alli que la matriz A asocia-

da a la transformacién sera:
Adj(C) 2 0 1
det(A) 2 ~\3/2 1/2 .

tanto,

(3/2 1/2>( ) (3/2:v+1/2y)

Clave: D

Clave: B. Al hacer una rotacién de una region,

A=C"'=

ni su perimetro ni su area cambian (invariantes
ante una rotacién). De otra parte, la matriz aso-
ciada a la transformacién 7' de rotacién un an-
gulo # medido en sentido antihorario es

(cos 6 —send

. Teniendo en cuenta que el
senfl cosf
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angulo es de 135°, entonces sera

<005135° _Sen135°> _ <_% _%) con lo cual ya
senl35° cos145° 2 _2p

se puede concluir.

8) Clave: A
x =y ] 0
9) Clave: E. T: Z — (y+22) entonces <y+22> = (0)
z—y=0 . .
entonces , lo que 1implica que:
y+2z=0
=%
r=y,y=—2zz=t, y por tanto, |—2| sera el
1

Kernel de T, y por consiguiente, nul = 1.

10) Clave: C

11) Clave B. Nuevamente es una pregunta re-
lacionada con el cambio de base en bases no
canénicas (la base canodnica es By). Se debe ex-

. 7
presar primero Xp —( ) en la base Bl, entonces

4

7 3 2 3a+2b=7
<4)Bl—a<1)+b(_1), de donde { a—p=4q 3t

a=3,b=—1. Ahora se transforma la base Bi en

términos de B, asi:

()=l el S )=o) )

y, resolviendo los correspondientes
m+3n=3 +3q=
mas { { p+3q=2
q
3

siste-

Cm—m=1 se obtiene que

12) Clave: B.

5.15. SECCION 14: EIGENVALORES
Y EIGENVECTORES

5.15.2. Respuestas a los ejercicios propuestos

16.5.1.
a. No.
b. Si.
1 0 01
0 2 00
¢ &r=lg 9 10
2-100
d. LLR'-R!
a a 1 0 0 1|a atd
b| |6 [0 2 00| | 2
o= HelTlo o 1ole]|T| ¢
d d 2 —-10 0)\d 2a—b
0
0
€ 0
0
1) 0)(0)(1
Ofl 2 110][0
E Mol o [|1ffo
2){—1)10J10

g. nuL = 0,ranL = 4, entonces dim (R*) =4 =0+ 4.
h. A =1, multiplicidad 1,4, =— 1, multiplicidad
1, A3 = 2, multiplicidad 2.

0 —1/2 1
0 0 0
1. EBi= 1 , BEa= 0 , Eh= 0
0 1 1

j. E, deja idéntico al vector, E-, lo invierte y F,
lo dilata al doble.

16.5.2.
a. Si.
b. Si.



1 -10
Ar=(0 2 1
2 0 1
L:R® - R3
a a 1 =1 0}fa a—b
bl—LIb[=]0 2 1||b|=|2b+c
G @ 2 0 1)c 2a+tc
—1/2
. Posible respuesta 1[—1/2 ;.
1
1)(-1
Ol 2 |f es una posible respuesta.
2/ 0
. nul = 1,ranl. = 2, entonces dimP, =3 =1+2.

. A=0, multiplicidad 1.

—1/2
o EA,:(): _1/2
1
. La transformacién lineal actia como un anu-
—1/2
lador para los vectores en ( |—1/2
1
. No.
. Si, para(l,1,1)e V=R%
4 —-16
CAr=|(2 1 6
2 —1 8
. LR - R
x a 4 —1 6|z 4r—y+ 62
yl—Lly|=|2 1 6||y|[=|22+y+62
z z 2 —1 8)\z 20—y + 82

0
0
0

i
1

g. nuL =0,ranL = 3, entonces dimR*=3 =0+ 3.

h. A1 =2, multiplicidad 2, A2 = 9, multiplicidad 1.
1/2)(—3 1

T

0 1 1

j. E,lo dilata al doble, E, lo dilata 9 veces.

5.15.3. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1

2)
3)

Clave: D. Dada la transformacion, se analiza
como opera sobre la base candnica de P,
T(a+bx+cx?) ——2c+(a+2b+c)z+ (a+ 3¢)z?,
asi:

T()=z+2", T(z)=2z, T(2*)=—2+2z+32% de
donde:

0 0 =7
T1)=|1|T(z)=|2|T(z*)=| 1
1 0 3
Asila matriz asociada a la transformacion sera en
00 —2
labase canonica: |1 2 1 |,y por tanto,los eigen-
10 3
0—-4 0 =2
valores deben satisfacer | 1 2—A4 1 [|=0,
1 0 3—-4

que equivale a:
Q2-A)A=32+2)=2-A)(A—-2)(A—-1)=0,

que se satisface si A =2, A= 1.

Clave: A
Clave: C. Aqui ya se tiene la matriz de
transformacién. Luego debe ocurrir que:
0-A4 1 0
0 0-4 1 |=0, es  decir, que:

@ —3a® 3a—A
A2(Ba—A)+a*—3Aa>=0. Operando y ordenan-
do equivale a:
@®—3a*+3aN - A°=00 (@— AP =0,
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(o))

lo que implica que A = @, pero como el polinomio ca-
racteristico es cubico, se tiene un eigenvalor de multi-
plicidad 3, con lo que: A1 = Ay = A3 = a.
4) Clave: D
5) Clave: A. Esta pregunta busca diferenciar el po-
linomio caracteristico, la ecuacion caracteristica

y los eigenvalores. La pregunta esté centrada en:

i a 1 =2 0|z
y|~T|y|=|0 =1 2 ||y|, entonces el polino-
z z 1 0 —3)\z

mio propio asociado a la matriz de transforma-
cién se obtiene al hacer:
1-4 =2 0
0 —-1-4 2
1 0 -3-4

—— 4431 - 1+ )

=—=-3r+A-1

6) Clave: D

7) Clave: A. Dado que la ecuaciéon caracteristi-
ca es: A2(A—1)(A—2F=0, la matriz A, debe
ser del mismo orden de la ecuacién, esto es, 6,
y una simple inspeccion permite establecer que
la soluciéon a la misma implica 3 eigenvalores
A=0,A=1,A=2 de multiplicidades algebraicas
dos, uno y tres, respectivamente), y por tanto,
va a existir al menos un vector propio asociado a
cada uno de ellos.

8) Clave: A

9) Clave: E. Los eigenvalores de la matriz asociada
a la transformacion estan dados por:

=3=A =2
1 0-4

‘z/i(3+/1)+2=/12+3/1+2
=(A+2)(A+1)=0

Es decir, A =—2, A=—1.

Para determinar los eigenvectores se tiene:
a. Para A =—2, se tiene que:

-1 —2 . 1
que equivale a , Y por tanto,

2
1 2 00

(’12) es un eigenvector asociado.

b. Para A =—1, se tiene que:

22 ue equivale a L1 or tanto
1 1 q q 00/ y p ,

(54) es un eigenvector asociado.

Clave: D.
Clave: E. Primero se debe entender la transfor-
maciéon. Esta puede ser reescrita como T:P, — P

T(a+br+cz’)—a+b2z+1)+c(2x+ 1)
Ahora, realizando la transformacién de la base
canodnica se tiene que:
T(1)—1, T(x)=22+1, T(z*) = 42>+ 4z + 1, y por
tanto, la matriz de transformacién en la base ca-

111
nénica es: |0 2 4|.
004
De otra parte, los eigenvalores asociados satisfa-
1-4 1 1
cen| 0 2—A 4 |=0, que al ser triangular
0 0 4-4

lleva por inspeccién a que los eigenvalores de la
matriz asociada sean:

A=1A=2,1=4.

12) Clave: A



5.16. SECCION 15: APLICACION Y
MODELACION CON BASE EN
LOS EIGENVALORES Y LOS
EIGENVECTORES

17.5.1. Respuestas a los ejercicios propuestos

2 a Poblacién total de

_ Numero de | Numero de o

Afon| ., hembras T en el Dinl Pan Tul Tn-1

jévenes pjn | adultas pen -
anon

0 0 40 40 0
1 160 32 192 5 48
2 128 137 265 0,93002 1,3833
3 550 199 749 2,7574 2,824
10 84.709 45.550 130.259 1,8596 2,0993
19 74.077.962 39.262.064 113.340.026 1,8867 2,1207
20 157.048.257 | 832.642.249 98.969.0506 1,8861 2,1202

La relacion de largo plazo luego de ver la tabla y de
corroborar calculando los eigenvalores de la matriz A,
que son A =— 1.3204 A» = 2.1204, se deduce que la po-
blacién aumenta en 112%, asi mismo que la relacién
de p_(,n) a p_(a,n), es 1.88 que significa que por cada
hembra adulta hay 1.88 hembras jévenes.

17.5.2.
’ ’ Poblacién
Aron | o | aduttas e | hembras 7. | P/pe | T/ T
en el afio n
0 0 10 10 0
1 20 3 23 6,6666 2,3
2 6 4 10 1,2244 0,4739
3 9 2 11 3,6764 1,144
10 1 0 1 2,4632 0,7899
19 0 0 0
20 0 0 0

Los eigenvalores de la matriz 4, que son A =— 0.5
A1 = 0.8, aunque este segundo valor nos indica que se
deduce que la poblacién en 20%, al ver los resultados
de la tabla se deduce que la poblacién se extingue.

17.5.3. En los primeros 5 anos se tienen 305 hembras
en la primera clase, 5 en la segunda, 12 en la tercera

y 7 en la cuarta. En los primeros 10 afios se tienen 124
hembras en la primera clase, 152 en la segunda, 3 en
la tercera y 3 en la cuarta. En los primeros 15 anos se
tienen 790 hembras en la primera clase, 62 en la se-
gunda, 91 en la tercera y 0 en la cuarta.

5.16.2. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

1) Clave: C. Es un problema que sélo busca deter-
minar su capacidad para interpretar informa-
., . 0 k
cion. Dado que A tiene la forma A:<a/ 3> y

aplicando la notacién dada en el enunciado (en
particular que @ y B8 son proporciones) se tiene

w0 3
10,6 0,8

2) Clave: D
3) Clave: C. La solucién se puede encontrar por va-
rias vias una en particular es que dado que el

5
modelo es P,=A"P,, con n=5y PO:(lO) en-

) en este caso con

6,11 21,32
4,26 11,79) ¥

tonces se tiene que P, =A5(1%
A= (0(,)6 05,38) se tiene que A’ =(
por lo tanto

P (4,39 10,18)( 5 ): <123>

" \2,03 7,10 J\10 81

Aqui se debe anotar que la potencia de la matriz
se calcul6 redondeada en sus elementos a dos de-
cimales. Esto lleva a que la poblacion total es de
204 hembras y en ningin caso sera mayor. Asi
se opta por 198 como poblacion total de hembras.
Un proceso que lo llevara a este valor es ir cal-
culando la nueva poblacién en cada periodo e
ir redondeando la poblacién a nimeros enteros

inmediatamente anterior a nimero obtenido (por

. : _ (0 315\ (30
ejemplo, si da para P, = AP, = (0,6 0,8)(10) = (26)’

Unidad 20: Respuestas a los ejercicios propuestos y a las preguntas tipo Saber Pro I
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0 31/30 78 .
PZ_A.PI_<O’6 O,8><26>_(3878> se aproxima

realmente a P, = <38> y asi sucesivamente.

Nota: en el Algebra Lineal de Grossman, Seccién
6.2 (Grossman, Algebra Lineal, 2007), usted en-
contrard un andlisis muy interesante sobre los
procesos de aproximacién y redondeo y sus im-
plicaciones en los procesos de modelado.

4) Clave: C

5) Clave: C. Nuevamente es una pregunta que
apunta a la interpretacion de informacioén, dado

a
que A tiene la forma A= b
5 C
cénica es azx’ +bzy +cy’ =d con

no|o

y la forma de la

'+ 3xy+2y° =4 entonces a=1, b=3, c=2,y
por tanto, la matriz A asociada a la cuadratica

15

es A= 3
5 2

2

6) Clave: A

7) Clave: E. En la pregunta anterior usted ha esta-
blecido que los valores propios son:

/11:3+£/10 A, =3 y por tanto, los vecto-
)
res propios tendran que satisfacer la forma

1-1 3 | |
2 9220 y realizando las operaciones para
2
=2 se tiene que:
1 _ 3+;/10 Ki O
( 3 ’ 9 _§+_,w O) y llevando a la forma es-
2 2

¥10-1
3

tandar se tiene que v =< > Analogamente

5 V10+1
— i . — s
" se tiene v = 13

para A; =

8) Clave: E

9) Clave: A. La forma del sistema es
B 5 () + b (1) ab
dr. , Yy A= d) y como el mo-
g = cn (8) +daa(8) ¢

delo para la cantidad de sal presente en cada tan-

dn 2 1
CU — =01 () +gym (¢

que lleva al sistema dt 25 10 50 (0
dxy 2

2 ki
a5 (t) - 95 22 (t)
entonces

_2 1
A= ( S ) asilosvalores propios deben satisfa-

2 _2
25 25

2 1
25 /.l 50 ‘
2 2

25 25 /1

que da como solucién: A =—

%
=(A+%) - =0,
_ 3

Y A=—%%

cer que

10) Clave: B
T
11) Clave E. Como v(t)= (x;) = ¢z, donde:

2 1
A :( S o ) que tiene como valores propios

2% 25
A :_21_5 » A —_23_5 y e*=Ce"C", donde C es

una matriz cuyas columnas son los vectores
1

1
propios de 4, siendo estos (i) y ( 12 ), entonces

1 1

C= (? _17> y por tanto, la inversa de C se tiene

1 _ 1
que: Cl=(_1 12)

2

R
De otra parte, ¢ =€ » 03 y por tanto, se
0 e

i (25)
tiene que, con xo = A
o(t)= (Il) = %ei(%) +22_56 ()
T 9256 (%5) — 256 (35)

Este problema requiere demasiados procesos y
calculos que usted debe reconstruir ya que no se
muestran en su totalidad.

12) Clave: B



5.17. SECCION 16: TERCERA
AUTOEVALUACION

5.17.2. Respuestas a las Preguntas de tipo Saber Pro

Tabla de respuestas

A/B|C|D|E

5.17.3. Respuestas a las preguntas abiertas
Solucion al ejercicio 7: hay que encontrar:
a := coeficiente de 2> en el polinomio cuadratico.
b := coeficiente de z en el polinomio cuadratico.
¢ := coeficiente de 1 en el polinomio cuadratico.

Como el polinomio de interpolacién pasa por los tres
puntos, las ecuaciones se conforman asi: Punto (—2,1)
4a — 2b + ¢ = 1; Punto (5,6) 25a + 5b + ¢ = 6; Punto (1,7)
a+b+c=7,donde a#0yb,c son irrestrictas o libres.

4a—2b+c=1
El sistema es 125a +5b+c¢ = 6, su matriz aumentada
at+tbtc="7
4 —21]1
es: [25 5 1|6]|. La matriz escalonada reducida co-
1 1 1|7
10 0[-9/28
rrespondiente es [0 1 0]47/28 |. Para resolver, tam-
00 1]|79/14

bién es posible usar la regla de Cramer. Finalmente,
el polinomio cuadratico que interpola los puntos es:

9 ,. 47 .79
p(z)=9g 7’ togzt 7.

Solucién al ejercicio 8: la transformacion dada ya es ma-
.. 10
tricial, por lo que A = (2 5). Para calcular el kernel y la

imagen es suficiente con encontrar la matriz escalonada

. 1 00 1 0(0 p
reducida de (2 5lo 01 0). De aqui

1\ /0
que, ker7'=0 e ImT=<(2>,<5)>. Por lo que, nuT'=0y

ranT = 2. Asi, dimR*=2=0+2.
Ahora, los eigenvalores de la matriz asociada a la

), tal matriz es (

transformacién estén dados por:
sl
2 5—A
Es decir, A =1,A=—5.
Para determinar los eigenvectores se tiene:

1)(A=5)=0

a. Para A =1, se tiene que:

00 .

(2 4) que equivale a <0 0) donde () es
un eigenvector asociado. Esto indica que la
transformacion actia como la identidad so-

bre los vectores en <(%2)>

b. Para A =5, se tiene que:

=4 que equivale a L y(o)es un ei-
2 0 00/ \1

genvector asociado. En este caso, la trans-
formacién actiia como una dilatacién a cinco

veces el tamano del vector original siempre

0
que estos se encuentren en 1))

Unidad 20: Respuestas a los ejercicios propuestos y a las preguntas tipo Saber Pro I
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lgebra lineal. Modelacion, solucion de problemas y ejercicios
es un texto de apoyo al estudio de los conceptos, los
algoritmos, la solucion de problemas y la modelacion
matematica. Los dominios conceptuales de un curso ba-
sico de algebra lineal se abordan de forma progresiva,
iniciando con ejercicios resueltos con gran detalle en ex-
plicacidon y en calculos, avanzando hacia ejercicios guiados que median-
te pasos propuestos invitan a completar la solucion y a activar procesos
cognitivos asociados a la escritura a mano. Esta evolucion se ve confron-
tada mediante ejercicios propuestos similares a los que se encontrarian
en un libro de texto tipico, considerando que la preparacion académica
debe responder tanto a escenarios nuevos como tradicionales. La pro-
puesta pedagogica implementada en este libro fue validada internacio-
nalmente mediante diversas ponencias, capitulos de libro y articulos.

En ese orden de ideas, al proceso desarrollo se integran baterias de pre-
guntas de selecciéon multiple que convidan a respuesta basadas en argu-
mentacion matematica mas que en calculos extensos. Es de resaltar que
este libro es un producto bibliografico transmedia, puesto que contiene
noventa y dos (92) videos de los mismos autores, con los cuales se ofre-
ce un moderno acercamiento audiovisual al algebra lineal. Finalmente,
el libro cuenta con tres autoevaluaciones que recorren ejercicios, pro-
blemas o situaciones, y todos los ejercicios tienen respuestas al final
del libro, lo cual favorece la validacion del trabajo individual como otro
peldano hacia el conocimiento.
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